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第1章 序論

量子縺れとは、純粋状態の場合、合成系の状態ベクトルが構成要素の状態ベクトルの直積
として因子化されないことをいう。すなわち、古典論では構成要素が局在化され相互に独
立と思えても、量子論では状態ベクトルの因子化が出来ず、そのため構成要素の間に相関
が現れる。量子縺れの研究は、Einstein、Podolsky、Rosenの量子力学的記述の不完全性
の主張 [1]に対する Bohrの反論 [2]に遡る。Bohrは、状態ベクトルの空間的大局性と観
測の空間的局在性の関係を明確にし、EPRの主張を批判し量子力学的記述を擁護した。
その後多くの研究がなされたが、特筆すべきはBellの不等式 [3][4]であろう。Bellの不
等式は実験的にも調べられ [5]、隠れた変数 [6]の存在を否定し、通常の量子力学的記述 [7]

を確立した。Bellの不等式の議論では、構成要素として２つの独立なスピンと大局的に構
成された合成系の状態が使われる。その際、スピンの記述に関する座標系の選択と観測の
独立性が重要な役割を果たす。その後、合成系の量子縺れの研究は、構成要素の取り方、
混合状態への拡張そして縺れ方の定量化といた問題へ発展して行く [8]。
一方、粒子描像（生成、消滅演算子とそれに伴うFock空間）を基礎とする場の量子論に
おいて、相対論的現象でありなおかつ量子縺れ現象でもある Unruh効果 [9][10]が注目を
集めている。平坦時空であっても、Rindler系（一定固有加速度系）のように事象の地平
線が存在する座標系では時空は分割され、そのため、独立な２つの粒子描像が共存する。
Unruh効果とは、全時空で定義されるMinkowski系（慣性系）の状態ベクトルを分割さ
れた時空において定義された粒子描像で記述するときの量子縺れ現象である。
Unruh効果の従来の研究では、位置とその運動は古典的に扱われ、量子効果は内部自由
度の導入によって検出される。すなわち、Unruh-DeWitt検出器 [11]と呼ばれる内部自由
度を持つ点状検出器を用い、単位時間当たりの遷移確率を計算する [10] [12]。その結果、
Unruh効果は事象の地平線を超えた熱浴効果として記述され、温度は検出器の古典的位置
によって表される。また、量子効果は、内部自由度による検出のため、Klein-Gordon方
程式の解を特徴付けるモードのうち、各領域の同一モードの相関に制限される。この結果
は、領域の異なる粒子描像の同じモード間の量子縺れに古典的位置を絡ませるといったも
ので、不確定性関係からすると不完全な取り扱いである。その後のUnruh効果に関する量
子縺れの研究でも、一つあるいは二つのモード間の量子縺れが扱われている [13][14]。こ
れは、合成系の状態が各モードごと因子化されるためである。
本稿の目的は、構成要素の空間的局在性と合成系の空間的大局性を直接結びつけ、量
子縺れを相対論的に調べることにある。非相対論的議論とは異なり、相対論的量子論は
Poincaré群 [15]を基礎とするため状態ベクトルは運動量で特徴付けられ、そのため相対論
的量子縺れの研究も運動量空間上で行われる [16]。そこで、相対論的量子論での空間的局
在性に関する古くからの議論 [17][18][19]を踏まえ、Unruh効果の空間的量子縺れの構造
を調べる。この縺れについては、空間的構造を示すパラメータごと状態は因子化されない
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ため、純粋状態の縺れでなく注目する自由度の混合状態の量子縺れへ議論を拡張する必要
がある。
本稿では、まずUnruh効果の起源でもある座標系の選択と基本的構成要素との関係、そ
してその基本的構成要素の空間的局在性を議論し、合成系の大局的状態が注目する空間的
自由度に関しては混合状態であること、そしてその状態の量子縺れの空間的構造を以下の
順序で定量的に調べる。
第２章では、相対論的量子論における基本的構成要素とその局在性を調べるため、我々
がWignerの方法と呼ぶ手順を説明する [15][20][21][22][23]。空間的位置を議論するには古
典論との対応が必要で、古典論、量子力学そして場の量子論を一貫して構成することが重
要である。そのため、対称性変換群の表現論を使う。ある変換群のもと、その群の余随伴
軌道として、古典的粒子の位相空間をまず構成する。次に、その余随伴軌道に対応する変
換群のユニタリー表現を構成する [15]。これにより量子力学が構成され、量子力学におけ
る基本的観測量と基本的構成要素が決まる。この量子力学を多体系に拡張することにより、
基本的粒子描像が決まる。この粒子描像がどのような古典的量によって特徴付けられるか
が重要である。
本稿に必要な具体的例として、半直積群RsR+とPoincaré群を付録Aに示し、第４章
及び第５章で重要となるNewtonとWignerの局在性の議論 [17][24][25]を説明する。
第３章で、背景計量下の場の量子論の概要を説明する [26][27]。特に、二つの Rindler

wedgeを持つRindler空間を取り上げ、この系での粒子描像をMinkowski空間での粒子描
像と比較し、Bogoliubov変換の係数を計算する。そして、その物理的効果である熱浴効果
を復習する [10][28]。ここでの計算技法や公式は第４章、第５章での議論に有用である。
第４章では、Minkowski空間での加速度運動の世界線より構成される座標系 [29]を導入
し、そこでの場の量子論 [30]へ、Newton-Wignerの議論を拡張する [31][32]。特に、Rindler
空間においては、局在性の証明を具体的に計算することによって示す。
次に、付録A.1で示したように、対称性変換群のユニタリー表現を基にすると、Rindler

空間の基本的粒子描像は空間的位置によって特徴付けらる。Rindler空間における基本的
構成要素はこの粒子描像であり、合成される状態はMinkowski空間の大局的な真空であ
る。それらを関係付ける式をここで提示する。この関係式は、スピン系での量子縺れの研
究における角運動量の合成に対応する。また、付録BではRindler空間の基本的粒子描像
の重要な性質を示す。
第５章では、合成系の状態ベクトルとして、Minkowski空間の全領域で定義された真空
を取り、基本的構成要素としては、左右２つのRindler wedgeで定義され、空間的位置で
特徴付けられる粒子描像を取る。そして、相対論的量子縺れ現象の空間的構造を調べる。
まず、空間的位置で特徴付けられる粒子描像で状態を扱うと、モードで展開した場合の
ような因子化はできず、合成系の状態は単純な構造でないことを示す。そのため、注目す
る２つの自由度以外は跡を取り消去しても、モードで展開した場合と違い、状態は純粋状
態にならない。そこで、混合状態における量子縺れの議論 [33][34][35]に従う。混合状態で
の量子縺れの基準を与える量としてネガティビティ[36][37]を取る。この量による量子縺
れの基準は各々のRindler wedgeの位置で特徴付けられる粒子描像で定義された正準量間
の相関で与えられ、この相関の大きさが消失すると各Rindler wedgeの粒子描像間の量子
縺れは解けたと思える。
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この相関の数値計算の結果から得られる量子縺れの特徴は、原点より左右同じ距離にあ
る状態が強く縺れている。そして、ある距離を越すと急激に縺れの程度は弱くなる。相関
の値が非常に小さくなり相対的に消失したと思える距離は質量に依存する。また、この距
離は座標系の選択にも依存する。ここでの座標選択とは、左右のRindler wedgeの原点を
ずらした場合のことで、左右の粒子描像は独立であるが、相互の縺れの相関は、ずらさな
い場合に比べ遠方まで及ぶ。
次に、量子縺れを反映する正準量間の相関を場の理論から見直す。座標系の選択（参照
基準系）は観測者が等速運動しているかあるいは等固有加速度運動しているかによって決
まる。そこで、この座標系選択を反映させるため、観測者とともに動く検出器系を導入す
る。検出器系は検出器場と間接的に観測する対象場からなる。相互作用項はこれらの場を
共変的に結合させる。参照基準系により、検出器場は制御されるので、相互作用項を通し
て対象場も間接的に制御され、左右領域の相関を調べることができる。
この検出器系を、Minkowski空間の真空の密度演算子を通した期待値、および瞬間近似
を使った遷移振幅に適用する。これにより、対象場の真空期待値すなわちWightman関数
と粒子描像間の相関が関係づけられる。顕著な結果は左右の相関の消失したとみなせる点
に現れるが、参照基準系の選択によっては独立な粒子描像の選択にならない場合があり、
そのためと解釈される。
最後に、第６章で結果をまとめる。
本稿では、自然単位系 (c = ~ = 1)及びシグネチャー (−+++)を使う。
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第2章 対称性変換群に基づく古典論、量子論そして粒
子描像

量子縺れを調べるには、基本的構成要素は何か、そして合成系との関係をどのようにつけ
るかが重要である。基本的構成要素を決めるには、基本的観測量が何かを決める必要があ
り、量子論的観測量の古典的対応が重要である。そして、それに従い基本的構成要素がど
のような観測量によって特徴付けられるか決まる。
そこで、古典論、量子力学、そして場の量子論における粒子描像を一貫して構成できる、
対称性変換群の表現論を基にする。この手順はWignerを起源とするので、Wignerの方
法と呼ぶことにする。
この章では、Wigner の方法の一般論を復習する。本稿に必要な具体的な例は付録Aで
与える。また、付録 Aにおいて、本稿で最も重要な空間的局在性について、Poincaré群
を使いNewton-Wignerの議論 [17]を紹介し場の理論へ拡張する [24][25]。

2.1 変換群の余随伴軌道としての古典的位相空間
連続的な変換が作る群として Lie群 Gを取り、その余随伴軌道を構成する。群 Gの元
を g 、付随する Lie環を gとする。Lie環 gの基底の集合を {eµ}とし、パラメータを tµと
する。これにより群Gの元 gは

g = exp(−tµeµ) (2.1)

と書ける。以後、和については Einsteinの縮約を使う。基底間の括弧積は

[eµ, eν ] = cρµνeρ (2.2)

であり、cρµν は群Gの構造定数である。
Lie環 gは線形空間である。そこで、双対空間 g†が導入できる。双対空間 g†の基底の
集合を {ēµ}とし、正規直交性と完全性を

⟨ēµ|eν⟩ = δµν , |eµ⟩⟨ēµ| = 1 (2.3)

と表す。内積の表記にはDirac流を使う。Lie環 gへの Lie群の作用は随伴写像

Ad(g)eµ
def
= g−1eµg (2.4)

を用い、eµ(g)と記す。一方、双対空間 g†への作用は、

⟨Ad†(g)ēµ|eν⟩ = ⟨ēµ|Ad(g−1)eν⟩ (2.5)
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となるように、Ad†(g)ēµを定義し、余随伴写像と呼び、ēµ(g)と書く。
双対空間内のベクトル λ̄0(∈ g†)を基点としてGの元 gを作用させる。

λ̄(g)
def
= Ad†(g)λ̄0 = ⟨λ̄0|Ad(g−1)eµ⟩⟨ēµ| (2.6)

gを連続的に変化させると、双対空間内に軌道ができ部分空間が構成される。この軌道を
余随伴軌道と呼ぶ。また、一般的には基点 λ̄0を不変にする閉部分群H が存在する。

H = {h ∈ G|λ̄0 = Ad†(h)λ̄0} (2.7)

これにより、元 gは
g = σh, g ∈ G, h ∈ H (2.8)

と分解でき、余随伴軌道は

λ̄(g) = ⟨λ̄0|Ad(h−1σ−1)eµ⟩⟨ēµ| = λ̄(σ) (2.9)

となる。よって、余随伴軌道は商空間G/H と同相であることが分かる。
余随伴軌道が位相空間となることを示す。商空間G/H 上の位置を示すパラメータ、付
随する Lie環の基底をそれぞれ zi, eiとする。

σ = exp(−ziei) (2.10)

これを使い 1-形式 θを

θ
def
= −⟨λ̄0|Ad(σ−1)dσ−1σ⟩ = −⟨λ̄0|σdσ−1⟩ (2.11)

と導入する。dσ, dσ−1をパラメータの微分 dziで書くために、Feynmanの公式

dσ =

∫ 1

0

dα exp(−αziei)(−dziei) exp(−(1− α)ziei) (2.12)

を使う。これにより、
dσ = −eµdµi (z)σdzi (2.13)

dσ−1 = σ−1eµd
µ
i (z)dz

i (2.14)

と表せる。ただし、dµi (z)は

eµd
µ
i (z) =

∫ 1

0

dα exp(−αzjej)ei exp(αzjej) (2.15)

である。次に、1-形式 θを外微分することにより閉じた 2-形式 ωを作る。

ω
def
= dθ = −⟨λ̄0|dσ ∧ dσ−1⟩ (2.16)

∧は外積記号である。dσ, dσ−1に (2.13)(2.14)を代入すると

ω =
1

2
⟨λ̄0|Ad(σ−1)[eµ, eν ]⟩dµi (z)dνj (z)dzi ∧ dzj, (2.17)
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となり、群Gの構造定数 cρµν を使うと

ω =
1

2
cρµνλρ(z)d

µ
i (z)d

ν
j (z)dz

i ∧ dzj = 1

2
ωij(z)dz

i ∧ dzj (2.18)

となる。ただし、λρ(z) = ⟨λ̄0|Ad(σ−1)eρ⟩である。これにより、歪対称行列 ωij(z)が導入
される。
次に、ωij(z)に逆行列 ωij(z)

(
ωij(z)ω

jk(z) = δki
)
が存在することを示す。そのため余随

伴軌道上のある点 λ̄(σ(z))
( def
= λ̄(z)

)
を接点とする接平面上のベクトルを

d

dt
⟨Ad†(e−ta

µeµ)λ̄(z)|eν⟩
∣∣∣
t=0
⟨ēν | = ⟨λ̄(z)|aµ[eµ, eν ]⟩⟨ēν | = aµcρµνλρ(z)⟨ēν | (2.19)

と構成する。aµは任意である。この接平面に双対した面上のベクトルを bνeν とすれば、

aµcρµνλρ(z)b
ν ̸= 0 (2.20)

である。
今、σ(z + δz)は

σ(z + δz) = (1− eνdνi (z)δzi)σ(z) (2.21)

と展開できるので、dνi (z)cρνµλρ(z)⟨ēµ|は余随伴軌道の接平面上のベクトルである。また一
方、|eν⟩dνi δziは余随伴軌道上の接平面に双対する面上のベクトルである。よって、(2.20)

における aµ及び bν は各々dµi (z), dνj (z)と選べるので、cρµνλρ(z)d
µ
i (z)d

ν
j (z)は正則な行列

と分かる。
以上より、余随伴軌道上には dω = 0, ωij = −ωji, ωijωjk = δik なる行列 ωij が定義で
きた。そこで、余随伴軌道上の関数 F (λµ(z)), G(λµ(z))に対する Poisson 括弧を

{F (z), G(z)}P
def
= ωij

∂F

∂zi
∂G

∂zj
(2.22)

と導入すると、余随伴軌道の接平面上のHamiltonian ベクトル場Xf は

Xf = ωij
∂f

∂zi
∂

∂zj
(2.23)

である。これは、dνi (z)cρνµλρ(z)⟨ēµ|が余随伴軌道の接平面上のベクトルであることによる。
また基底 {ēµ}の変更による変数変換 φi = φi(z)

(
det(∂φi/∂zj) ̸= 0

)
により、新しい

Poisson括弧を
{F,G}P = Ωij

∂F

∂φi
∂G

∂φj
, Ωij = ωkl

∂φi

∂zk
∂φj

∂zl
(2.24)

と導入できる。これにより、余随伴軌道が古典的粒子の位相空間とみなせることが確認で
きる (Kirillov-Souriau-Kostant[21])。このような過程は粒子の力学的構造 (Lagrangian な
ど)によらない。
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2.2 基点の変更と物理的対称性
基点 λ̄0より構成した余随伴軌道は、古典的粒子の位相空間である。これは、基点にい
る観測者が観測系（粒子を記述するための座標系）を導入したことに対応する。位相空間
内の位置はパラメータ {z}で表すが、変数変換は可能である。
次に、群Gの適当な元 g1(/∈ H)で基点 λ̄0を位相空間内の他の点 λ̄1に移す。これを基点
として同様の手法で新たな位相空間を構成する。この際、λ̄1を不変にする閉部分群H1は

H1 = {h1 ∈ G|h1 = g−11 hg1, h ∈ H} (2.25)

である。すなわち、λ̄1を g−11 で λ̄0に移し、hを作用し、g1で元の λ̄1に戻す変換である。
これにより、H1の群としての構造はH と同じで、変更された位相空間も商空間G/H と
同相であることがわかる。
これを物理的に言うと、異なった基点にいる観測者が異なった観測系を導入しても物理
的内容あるいは記述は変わらない。すなわち、構成された位相空間は物理的にまたく同等
で区別できない。また、基点（観測者）を移行する変換は群を作り、この変換群は群Gで
ある。これらの変換は、観測者を移動するという意味で能動的である。また、観測者は移
動しても物理的記述が変わらないと言う意味で、物理系はこの変換に対し対称であると言
える。
古典論における、観測者の移行に伴う変換の変換行列を示しておく。位相空間内の粒子の
位置を λ̄とする。これを λ̄0における基底{eµ}, {ēµ}と λ̄1の基底{e′µ}

(
= Ad(g−11 )eµ

)
, {ē′µ}(

= Ad†(g1)ē
µ
)
で記述する。

λ̄ = fµē
′µ = gµē

µ (2.26)

これより、fµと gν との関係は

fµ = gν⟨ēν |e′µ⟩ = gν⟨ēν |Ad(g−11 )eµ⟩ (2.27)

となり、変換行列は随伴写像の行列である。古典論では随伴表現が重要な役割を果たすこ
ともこれにより理解できる。

2.3 対称性変換群の誘導表現と量子力学
2.3.1 古典論と量子論における対称性とWignerの定理

量子論で最も基本的で重要な仮定は状態ベクトルとそれの確率解釈である。すなわち、
質点がどこにいるかなど物理的状況はノルムが１の状態ベクトルによって記述され、その
状態ベクトルは確率的に解釈される。今、二つの異なった物理的状況 Φ,Ψが量子論的に
|ϕ⟩と |ψ⟩で記述されるとき、これらの状態ベクトルの内積の２乗 |⟨ϕ|ψ⟩|2は、物理的状況
Φの中に物理的状況Ψを見出す確率であると解釈する。このため、位相因子 eiαだけ異な
る状態ベクトルは物理的に同じ状況を記述し、区別できない。
古典論において質点の物理的状況を示す位相空間内の位置と量子論における状態ベクト
ルの確率解釈を基に、古典的観測者の移動に伴う対称性を使い、量子論を構成する。その
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時の最重要定理が、「Wignerの定理」である。証明は参考文献 [38]に譲るとして、物理的
内容を説明する。
ある観測者 Sに対して、２つの異なる物理的状況 Φ,Ψを記述している状態ベクトルを
それぞれ |ϕ⟩と |ψ⟩とする。物理的状況 Φに物理的状況 Ψを見出す確率は |⟨ψ|ϕ⟩|2 であ
る。一方、異なる観測者 S′に対し、同じ物理的状況Φ,Ψを記述する状態ベクトルをそれ
ぞれ |ϕ′⟩, |ψ′⟩とする。物理的状況 Φに Ψを見出す確率は |⟨ϕ′|ψ′⟩|2となる。そこで、こ
れらの観測者 S, S′が量子論的に同等である条件、すなわち物理的に意味のある量は同じ
である条件は

|⟨ψ|ϕ⟩|2 = |⟨ψ′|ϕ′⟩|2 (2.28)

となる。
古典論では基点（観測者）の移行は変換群 Gを構成する。この群を対称性変換群と呼
ぶ。対称性変換群Gの元 gで観測者を移動したのと同等な相対的移動として、物理的状況
をΨ′,Φ′と変換する。これは物理系の変換で、受動的変換と呼ばれる。今、量子的物理系
の変換を考える。状態ベクトル間の量子論的関係は演算子 Û(g)の作用として

|ψ′⟩ = Û(g)|ψ⟩, |ϕ′⟩ = Û(g)|ϕ⟩ (2.29)

と書く。すると、演算子 Û(g)は、群Gが連続群であれば、(2.28)よりユニタリー演算子
であることが証明される。これが、Wignerの定理である。
これにより、観測者の移動（変更）による物理系の変更とその対称性を基に、それが作
る対称性変換群Gの随伴表現とユニタリー表現の対応を通し、古典論と量子論を統一的に
見ることが出来る。

2.3.2 Hilbert 空間の構成と誘導表現

状態ベクトル空間H上に対称性変換群Gのユニタリー表現を求めることにより量子論
を構成する。群Gに付随する Lie環 gの基底 eµは、量子論ではHに作用する演算子 êµと
なる。演算子同士の交換関係は

[êµ, êν ] = icρµν êρ (2.30)

である。古典的位相空間は商空間G/H と同相であった。そこで、この空間を特徴づける
パラメータを {z}とし、群Gの元 gを g = σ(z)h (h ∈ H,σ ∈ G/H)と分解する。群Gの
元は古典的物理的状況と対応しているので、群Gの元 g0を表す状態ベクトルを |g0⟩とす
る。g0を g0 = σ(z)hと分解する。古典論では閉部分群H の表現は自明なものだったが、
量子論ではユニタリー表現を使うため、H の自明でない表現も考慮できる。

|g0⟩ = |σ(z)⟩ =⇒
∑
s′

ρss′(h
−1)|σ(z), s′⟩ (2.31)

ただし、ρss′(h−1)は閉部分群H のユニタリー表現の表現行列である。そこで、自明でな
い表現も含め、Hの表現は求まっているものとする。この自明でない表現が量子論特有な
部分であり、位相空間の自由度とは独立なので内部自由度と呼ぶことにする。
状態ベクトル |σ(z), s⟩に g1(∈ G)に対応する演算子 Û(g1)を作用させると

Û(g1)|σ(z), s⟩ =
∑
s′

ρss′(h
′−1)|σ(z′), s′⟩ (2.32)
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となる。ただし、g1はσ(z) = σ(z′)h′と分解する。これにより、

h′ = σ(z′)−1g1σ(z) (∈ H) (2.33)

となり、H はWignerの言うところの小群であり、Poincaré群ではWigner回転と呼ばれ
る部分群であることが判る。また、このような方法により構成されたユニタリー表現を誘
導表現という。
もし、|σ(z), s⟩がHilbert空間内のベクトルなら、内部自由度 sの量子論的粒子が位相空
間上の位置 zにいる物理的状況を記述していると考えられ、古典論との対応は完璧である。
しかし、|σ(z), s⟩がHilbert空間内のベクトルとは通常言えない。今、群Gに、G ⊃ Q ⊃ H
といった部分群の系列がある場合、群Gの元 gは g = σ(x)q(p)hと分解でき、位相空間も
２つの部分に分けることが出来る。ただし、σ(x) ∈ G/Q, q(p) ∈ Q/H である。この場合
も、原理的にはQのユニタリー表現から誘導表現を構成すれば良いのだが、もしQ/Hに
Abelian群が含まれていると事情が異なる。Abelian群は状態ベクトルの位相となり確率
解釈では物理的意味を持たなくなる。そこで、状態ベクトルの位相となるAbelian群を除
き、残ったパラメータで状態ベクトルを特徴付け |σ(x), s⟩、物理的意味付けを行う。ただ
し、Abelian部分も場の量子論への移行では重要な役割を果たす。このような部分群の系
列構造はHeisenberg群、Poincaré群、半直積群RsR+、T dsSO(d)等といった対称性変
換群で見て取れる [20][23][38][39]。sは半直積を表す。また、付録Aを参照。
対称性変換群のユニタリー表現である誘導表現を求めることにより量子論を構成する。
ユニタリー表現における変換の生成子はHermite演算子であるので、生成子を量子論的観
測量と解釈できる。また、この観測量は古典論での位相空間内のHamiltonianベクトル場
と対応が取れ、量子論の物理的解釈も、古典的観測者にとって自然なものとなる。
以上のように対称性変換群を基に構成した状態ベクトル |σ(x), s⟩を使い確率振幅を導入
する。物理的状況Ψに対応した状態ベクトルを |ψ, s⟩とする。確率振幅 ψs(x)は

⟨σ(x), s|ψ, s⟩ = ψs(x) (2.34)

であり、物理的状況Ψ下に、量子論固有の自由度 sを持つ量子論的粒子が σ(x)に存在す
る存在確率、あるいは発見される発見確率は

P(σ(x)) =
∣∣ψs(x)∣∣2 (2.35)

となる。そのため、確率振幅は規格化可能
(
ψs(x) ∈ L2

)
∫ ∣∣ψs(x)∣∣2dµ(σ(x)) = 1

(
<∞

)
(2.36)

でなくてはならない。dµ(σ(x))は不変測度。また、群Gの生成子はHermite演算子に対
応するので、量子論的観測量となり、余随伴軌道の係数である古典的量と対応させられる。
また、σ(x)によて構成される空間が、粒子の配位空間であるのか、あるいは運動量空間
であるのかといった物理的解釈は量子論的観測量と古典的量と対応でなされる。
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2.4 多体系への拡張と粒子描像
前節に従い、対称性変換群Gの誘導表現を構成することにより、１粒子の状態ベクトル
|σ(x), s⟩を得る。これを多体系へ拡張する。漸近状態（互いに相互作用していない状況）
では、n体の粒子状態は 1体の状態ベクトルの直積⊗である。

|σ(x1), s1⟩ ⊗ |σ(x2), s2⟩ ⊗ · · · ⊗ |σ(xn), sn⟩ (2.37)

このような状態を一般的に構成するには、１粒子の状態ベクトルに対応した生成、消滅演
算子

⟨σ(x), s| ⇐⇒ â(σ(x), s), |σ(x), s⟩ ⇐⇒ â†(σ(x), s) (2.38)

と粒子が存在しない状態である真空 |0⟩を導入し、Fock空間を構成すればよい。これらに
粒子数演算子を加えた枠組みを粒子描像と呼ぶ。
生成、消滅演算子の満たす代数は

[â(σ(x), s), â(σ(x′), s′)]± = 0, [â†(σ(x), s), â†(σ(x′), s′)]± = 0 (2.39)

[â(σ(x), s), â†(σ(x′), s′)]± = ⟨σ(x), s|σ(x′), s′⟩ (2.40)

である。−（交換関係）はBose粒子の場合で、+（反交換関係）は Fermi粒子の場合であ
る。以後 Bosonに議論を限る。粒子数演算子 n̂(σ(x), s)は

n̂(σ(x), s) = â†(σ(x), s)â(σ(x), s) (2.41)

である。
生成、消滅演算子の群Gに関する変換性は１粒子状態の変換性より

Û(g1)â
†(σ(x), s)Û †(g1) =

∑
s′

ζ(q−1(p), σ(x))ρss′(h
′−1)â†(σ(x′), s′)

Û(g1)â(σ(x), s)Û
†(g1) =

∑
s′

ζ†(q−1(p), σ(x))ρ∗ss′(h
′−1)â(σ(x′), s′)

(2.42)

である。ただし、G ⊃ Q ⊃ H という部分群の系列を想定し、そのAbelian部分の位相を
ζ(q−1(p), s)とした。真空 |0⟩は

â(σ(x), s)|0⟩ = 0, Û(g)|0⟩ = |0⟩ (2.43)

である。
以上の多体系の物理的意味を考えるには古典論との対応を取る必要がある。そのために、
古典的極限を考える。~は約 1.05 × 10−27erg · sであり定数である。この定数を小さいと
思える状況として、粒子数が非常に大きい極限を考える。また、古典的形態としては物質
波と粒子の両方が考えられる。これらの古典的極限を調べるのに重要な状態は、生成、消
滅演算子のコヒーレント状態である。
付録Aにおいて、具体的に対称性変換群を決め、余随伴軌道、誘導表現を構成し多体系
へ拡張する。また、古典的極限についても検討する。　
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第3章 背景計量下の場の量子論の概要

この章では、背景計量下の場の量子論 [26][27]の復習を行う。特にRindler空間とMinkowski

空間を取り上げ、これらの関係 [10]を示す。Rindler空間特有の性質として、時空を左右
領域に分割する地平線の存在がある。そのため領域ごと独立な粒子描像が存在し、合成系
としてMinkowski空間の粒子描像が記述される。Rindler空間の右側領域で定義された演
算子に対するMinkowski空間での真空期待値の熱欲効果等 [10][28]を確認しておく。
ここで示される計算技法や公式は第４章、第５章の解析に有用である。

3.1 背景計量下の場の量子論
量子場の正統的取り扱いでは、まず場の正準交換関係に矛盾しない粒子描像（生成・消
滅演算子、数演算子、Fock空間）を構成する。以下において、量子場の正統的取り扱いを
背景計量下の場（実スカラー場）の量子論へ拡張する。
背景計量 gµν(x)を持つ時空に、簡単のため、重力と最少限の相互作用をする質量mの
実スカラー量子場 ϕ(x)を導入する。

(
�−m2

)
ϕ(x) = 0 , � def

= (−g)−1/2∂µgµν(−g)1/2∂ν (3.1)

粒子描像を構成するため、空間的に広がった超平面Σを導入し、その超平面上に内積 (ϕ1|ϕ2)

を定義する。

(ϕ1|ϕ2)
def
= −i

∫
Σ

ϕ∗1
↔
fµϕ2dΣµ ,

↔
fµ

def
=
√
−ggµν

→
∂ν −

←
∂ν
√
−ggµν (3.2)

超平面 Σに垂直な未来方向単位ベクトル nµを使うと dΣµ = nµdS である。dS は超平面
Σ上の体積（面積）。ϕ1, ϕ2が (3.1)を満たしていれば、内積 (4.60)は超平面Σの取り方に
依らない。これは

Γνµν =
1√
−g

∂µ
√
−g (3.3)

とGaussの定理 ∫
∂V

JµdΣµ =

∫
V

Jµ;µ
√
−gdV (3.4)

により証明される。;µは共変微分を表す。
内積 (3.2)の下、正規完全直交系をなす (3.1)の解 ui(x)を導入する。

(ui|uj) = δij , (u∗i |u∗j ) = −δij , (ui|u∗j ) = 0 . (3.5)

量子場 ϕ(x)をこの完全系で展開し、粒子描像を構成する。

ϕ(x) =
∑
i

(
âiui(x) + â†iu

∗
i (x)

)
, (3.6)
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[âi, â
†
j] = δij , [âi, âj] = [â†i , â

†
j] = 0 (3.7)

âi|0⟩ = 0 , â†i |0⟩ = |1i⟩ ,
1√
ni!

(â†i )
ni |0⟩ = |ni⟩ , etc. . (3.8)

このような粒子描像は一般的には一意的ではない。そこで、同様に正規完全直交系をな
す (3.1)の別解 ūI(x)を使い、量子場 ϕ(x)に対し異なった粒子描像を構成する。

ϕ(x) =
∑
I

(
ˆ̄aI ūI(x) + ˆ̄a†I ū

∗
I(x)

)
, ˆ̄aI ¯|0⟩ = 0 , [ˆ̄aI , ˆ̄a†J ] = δIJ , etc. . (3.9)

いずれの解も正規完全直交系であるので、Bogoliubov変換と言われる関係式

ūJ(x) =
∑
i

(
αiJui(x)− βiJu∗i (x)

)
, ˆ̄aJ =

∑
i

(
α∗iJ âi + β∗iJ â

†
i

)
, (3.10)

αiJ
def
= (ui|ūJ) , βiJ

def
= (u∗i |ūJ) (3.11)

を得る。また、内積の定義より、

αiJ = −(ū∗J |u∗i ) , βiJ = −(ū∗J |ui) (3.12)

α∗iJ = (ūJ |ui) = −(u∗i |ū∗J) , β∗iJ = (ūJ |u∗i ) = −(ui|ū∗J) (3.13)

という関係が成り立つ。完全性∑
i

(
|ui)(ui| − |u∗i )(u∗i |

)
= 1 (3.14)

より ∑
k

(
α∗kIαkJ − β∗kIβkJ

)
= δIJ ,

∑
k

(
α∗kIβ

∗
kJ − β∗kIα∗kJ

)
= 0 (3.15)

という関係が容易に示せ、また同様に、もう一つの系の完全性∑
I

(
|ūI)(ūI | − |ū∗I)(ū∗I |

)
= 1 (3.16)

より ∑
I

(
αiIα

∗
jI − β∗iIβjI

)
= δij ,

∑
I

(
αiIβ

∗
jI − β∗iIαjI

)
= 0 (3.17)

を得る。(3.10)の逆変換は

uj(x) =
∑
J

(
αiJ ūJ(x) + βiJ ū

∗
J(x)

)
, âi =

∑
J

(
αiJ ˆ̄aJ − β∗iJ ˆ̄a

†
J

)
(3.18)

である。ここで、u∗i (ū∗I)のノルムは負で、生成演算子と消滅演算子の識別は展開する関数
のノルムに依っている。また、完全性の表記 (3.14)及び (3.16)における 1は内積の定義に
従って

1 · g(x) def
= −i

∫
Σ

D(x, y)
↔
fµy g(y)dΣµ = g(x) (3.19)

となるD(x, y)を意味する。
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２つの Fock空間の真空の関係は、

âi|0⟩ =
∑
J

(
αiJ ˆ̄aJ − β∗iJ ˆ̄a

†
J

)
|0⟩ = 0 (3.20)

を解くことにより得られる。実際には、(3.20)を変形し(
ˆ̄aI −

∑
J

VIJ ˆ̄a
†
J

)
|0⟩ = 0 , VIJ

def
=
∑
k

(α−1)Ikβ
∗
kJ (3.21)

を解く。(3.17)の右側の式より、VIJ は対称行列

VIJ = VJI (3.22)

であることが証明できるので、
|0⟩ = F (ˆ̄a†J)|0̄⟩ (3.23)

と置くことにより、(3.21)は

ˆ̄aIF (ˆ̄a
†
J)|0̄⟩ = [ˆ̄aI , F (ˆ̄a

†
J)]|0̄⟩ =

∂F (ˆ̄a†J)

∂ˆ̄a†I
|0̄⟩ =

∑
J

VIJ ˆ̄a
†
JF (ˆ̄a

†
J)|0̄⟩ (3.24)

となり、F (ˆ̄a†J)は
|0⟩ = N exp

(1
2

∑
IJ

ˆ̄a†IVIJ ˆ̄a
†
J

)
|0̄⟩ (3.25)

と解ける。N は規格化定数。
次に、対称性を持つ時空を想定する。その空間でのKillingベクトル ξµを決めるKilling

方程式
ξµ;ν + ξν;µ = 0 (3.26)

は
gµν,αξ

α + gανξ
α
,µ + gµαξ

α
,ν = 0 (3.27)

とも書ける。,νは通常の偏微分を表す。適当な座標系 x̃ν を取り、i番目のKillingベクト
ル ξµi が ξ̃µi = δµi となるようにすれば、その座標系においての計量 g̃µν は x̃iに依存しない。
時空が対称であるなら、その方向に関する保存量が存在する。

Pi(Σ)
def
=

∫
Σ

ξiµT
µνdΣν (3.28)

T µν はエネルギー・運動量テンソルで

T µν;ν = 0 (3.29)

を満たす。
時間的Killingベクトル ξµ0 の存在を仮定する。時間方向への対称性が仮定されるので、
ハミルトニアンH はエネルギー・運動量テンソル T µν を使い

H
def
=

∫
Σ

ξ0µT
µνdΣν (3.30)
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と与えられる。具体的に、エネルギー・運動量テンソルは

T µν = ∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν
(
∂ρϕ∂ρϕ+m2ϕ2

)
(3.31)

である。
(3.1)の解として、

ξµ0 ∂µui(x) = −iωiui(x) (3.32)

となる場合に注目する。ξµ0 ∂ν = ∂/∂x̃0となる適当な座標系 (x̃0, x̃)を取る。これにより

ui(x̃) = e−iωix̃
0

Ui(x̃) (3.33)

と分離できる。しかし、一般には ωi > 0とは限らない。注意すべき点は、粒子描像の構
成はノルムの符号に従い行うことである。

3.2 Rindler系の物理的性質
本質的な２次元部分に注目する。Rindler空間及びMinkowski空間にそれぞれ座標系を
導入する。これらの座標系をそれぞれRindler系及びMinkowski系と呼ぶ。Minkowski系
は通常の直交座標系 (x0 , x1)である。Rindler系 (η , ξ)

(
−∞ < η, ξ <∞

)
とMinkowski

系との関係は
x0 = ξ sinh η , x1 = ξ cosh η (3.34)

とする。Rindler空間は 2つの部分（右、左Rindler wedge）からなる。

ξ > 0 : R+ = {(x0, x1)|x1 > |x0|} , (3.35)

ξ < 0 : R− = {(x0, x1)|x1 < −|x0|} . (3.36)

R+ 及び R− の境界は事象の地平線と呼ばれる。dx0 = dξ sinh η + dη ξ cosh η と dx1 =

dξ cosh η + dη ξ sinh ηより、Rindler系での計量は

ds2 = −ξ2dη2 + dξ2 , gµν =

(
−ξ2 0

0 1

)
, gµν =

(
− 1
ξ2

0

0 1

)
(3.37)

である。
この座標の物理的意味を見るために、Rindler系で静止した点Aを

ξ = a−1 , dξ = 0 (3.38)

と選ぶ。ただし、a > 0。この点の固有時間 τ は

dτ 2 =
1

a2
dη2 (3.39)

であり、Minkowski系からみた点Aの運動は

x0(τ) = a−1 sinh aτ , x1(τ) = a−1 cosh aτ (3.40)

14



図 3.1. 薄紫部は Rindler空間（右、左 Rindler wedge）。短い破線は ηが定数の場合、長
い破線は ξが定数の場合を表す。

となる。点AのMinkowski系での速度 v、加速度 v̇は

v = tanh aτ , v̇ =
a

cosh3 aτ
= a

(
1− v2

)3/2
(3.41)

である。これを瞬間静止系に Lorentz変換
(
v̇/(1 − v2)3/2

)
すると、固有加速度は aとな

る。すなわちRindler系で ξ一定の線は、固有加速度一定の加速度運動を表し、その運動
の固有時間は ηである。図 3.1を参照。

3.3 Rindler系とMinkowski系での粒子描像の関係
Rindler 系を (η, ξ, y, z)、Minkowski 系を (t, x, y, z) と拡張する。ξ2 = x2 − t2, η =

tanh−1(t/x)である。この座標系の計量は

gµν =


−ξ2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , gµν =


− 1
ξ2

0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , g = −ξ2 (3.42)

である。ξ =
√
x2 − t2, (x > |t|) を取るときは領域 R+ = {(t, x)|x > |t|} で、ξ =

−
√
x2 − t2, (−x > |t|)を取るときは、領域R− = {(t, x)| − x > |t|}である。

Klein-Gordon方程式は(
− 1

ξ2
∂2

∂η2
+

1

ξ

∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
−m2

)
ϕ(x) = 0 (3.43)

と書け、内積 (4.60)の
↔
fµ|µ=0は

←→
f 0 = −1

ξ

−→
∂

∂η
+

←−
∂

∂η

1

ξ
(3.44)

である。
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領域R+ (ξ > 0)における (3.43)の正のノルム解 ūR(ρ,ky,kz)(η, ξ, y, z)を

ūR(ρ,ky,kz)(x) = hR(ρ,ky,kz)(ξ)e
−iρηeikyyeikzz (3.45)

として求める。hR(ρ,ky,kz)(ξ)の満たす式は、(3.43)より(
1

ξ2
ρ2 +

∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
−Q2

)
hR(ρ)(ξ) = 0 (3.46)

となる。ただし、Q =
√
k2y + k2z +m2である。今、iρ = ν, Qξ = ζ とおくと変形された

Besselの微分方程式 [40] ( d2
dζ2

+
1

ζ

d

dζ
− (1 +

ν2

ζ2
)
)
h̄R(ν)(ζ) (3.47)

を得る。そこで、領域R+ (ξ > 0)における (3.43)の正のノルム解は

ūR(ρ,ky,kz)(x) =
(sinhπρ)1/2

2π2
e−iρηeikyyeikzzKiρ(Qξ) (3.48)

であり、領域R− (ξ < 0)での正のノルムの解は

ūL(ρ,ky,kz)(x) =
(sinhπρ)1/2

2π2
eiρηeikyyeikzzKiρ(−Qξ) (3.49)

である。Kiρ(Qξ)は変形第２種Bessel関数、ρ > 0である。正のノルム解なので規格化は

(ūR(ρ′,k′y,k
′
z)
|ūR(ρ,ky,kz)) = δ(ρ′ − ρ)δ(k′y − ky)δ(k′z − kz) (3.50)

と取るが、これを確認するには、後で述べる Bogoliubov係数の計算で用いる技法と同じ
技法を使う。ūL(ρ,ky,kz)も同様に規格化する。また、ūR, ūLは ηに関し正振動解でもある。
ηと固有時間 τ との関係 (3.39)より、ρdη = aρdτ となるので、aρは固有エネルギーとで
も呼ばれるべき量である。この量の定義は局在的である。
量子場 ϕ(x)を ūR, ūLで展開すること

ϕ(x) =

∫
dρdkydkz

(
ˆ̄aR(ρ, ky, kz)ūR(ρ,ky,kz)(x) + ˆ̄a†R(ρ, ky, kz)ū

∗
R(ρ,ky,kz)

(x)

+ ˆ̄aL(ρ, ky, kz)ūL(ρ,ky,kz)(x) + ˆ̄a†L(ρ, ky, kz)ū
∗
L(ρ,ky,kz)

(x)
)

(3.51)

により粒子描像を導入する。Rindler系での真空 |0̄⟩は

ˆ̄aR(ρ, ky, kz)|0̄⟩ = ˆ̄aL(ρ, ky, kz)|0̄⟩ = 0 (3.52)

である。
　次にBogoliubov係数αRkϱを具体的に求める。ここで、k = (kx, ky, kz), ϱ = (ρ, k′y, k

′
z), x=

(x, y, z)と略記する。Minkowski系の正ノルム解は

uk(x) =
e−iωkt+ik·x√
(2π)32ωk

, ωk =
√
k2 +m2 (3.53)
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であり、Bogoliubov係数 αRkϱ の計算では、内積は超平面の取り方によらないことを利用
し、光円錐近傍の超平面を取る。そこで、変数変換

η =
w + v

2
, ξ = α exp

(
v − w
2

) (
t =

α

2
(ev − e−w), x =

α

2
(ev + e−w)

)
(3.54)

を行う。αは正の数。この変換により計量は

gµν =


0 −α2

2
ev−w 0 0

−α2

2
ev−w 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , gµν =


0 − 2

α2 e
−(v−w) 0 0

− 2
α2 e
−(v−w) 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


(3.55)

g = −α
4

4
e2(v−w) (3.56)

となる。(3.55)から内積は
(f |g) = i

∫
dvdydzf∗

←→
∂v g (3.57)

となる。光円錐近傍 t ∼ x、つまり w →∞では、変形第 2種 Bessel関数の ξ ∼ 0での近
似的振る舞い [40]

lim
ξ→0

Kiρ(ξ) ∼
iπ

2 sinh(πρ)

(
(ξ/2)iρ

Γ(1 + iρ)
− (ξ/2)−iρ

Γ(1− iρ)

)
(3.58)

より、Bogoliubov係数 αRkϱは

αRkϱ = i

∫
dv

∫
dydz lim

w→∞
u∗k
←→
∂v ūR

=
−πδ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

∫
dv

×
{
exp i

(
(ωk − kx)

αev

2

)←→
∂v
(
Ae−iρw −A∗e−iρv

)}
(3.59)

となる。Aは
A =

(αQ/2)iρ

Γ(1 + iρ)

である。Riemann-Lebesgue積分

lim
w→∞

∫ ∞
0

dρe±iρwf(ρ) = 0 (3.60)

を使えば、(3.59)の eiρw項が落とせて

αRkϱ =
−πδ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

∫
dv

× i exp
{
i(ωk − kx)

αev

2

}
A∗e−iρv

{
ρ+ (ωk − kx)

αev

2

}
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となる。v積分を実行するため、(ωk − kx)αev/2 = zと変数変換する。

αRkϱ = −iA∗
πδ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ ∫ ∞
0

dz

× eizz−iρ
(ρ
z
+ 1
)

複素平面上の上半面に時計回りに π/2の積分路を選べば

αRkϱ = −iA∗
πδ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ ∫ ∞
0

i dy

× e−y(iy)−iρ
(
ρ

iy
+ 1

)
= −i(αQ/2)

−iρ

Γ(1− iρ)
πδ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ
× 2ρeπρ/2Γ(−iρ)

=
δ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − kx
Q

)iρ
(3.61)

となる。Bogoliubov係数 βRkϱも同様に計算し、

βRkϱ = i

∫
dv

∫
dydz lim

w→∞
uk

←→
∂v ūR

=
πδ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

∫
dv

×
{
exp

(
(−i(ωk − kx)

αev

2

)←→
∂v
(
Ae−iρw −A∗e−iρv

)}
Riemann-Lebesgue積分を使い、eiρwの項を落とし

βR
k⃗ρ⃗

= −
πδ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

∫
dv

× i exp
{
(−i)(ωk − kx)

αev

2

}
A∗e−iρv

{
ρ− (ωk − kx)

αev

2

}
となる。v積分を実行するため、(ωk − kx)αev/2 = zと変数を変換し

βRkϱ = −iA∗
πδ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ ∫ ∞
0

dz

× e−izz−iρ
(ρ
z
− 1
)
,
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複素平面上の下半面に反時計回りに π/2の積分路を選べば

βRkϱ = −iA∗
πδ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ ∫ ∞
0

i dy

× e−y(−iy)−iρ
(
ρ

iy
+ 1

)
= −i(αQ/2)

−iρ

Γ(1− iρ)
πδ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

(2π)32ωk sinhπρ

(
2

(ωk − kx)α

)−iρ
× 2ρe−πρ/2Γ(−iρ)

=
δ(ky + k′y)δ(kz + k′z)√

2πω(e−2πρ − 1)

(
ωk − kx
Q

)iρ
= e−πραRkϱ′ (3.62)

となる。ϱ′ = (ρ,−k′y,−k′z)である。R−の領域についても同様に計算でき、結果を記せば

αLkϱ =
δ(ky − k′y)δ(kz − k′z)√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk + kx
Q

)iρ
(3.63)

βLkϱ = e−πραLkϱ′ (3.64)

である。
結果として、β ̸= 0であるから、Rindler系の真空はMinkowski系の真空と異なる。そ
こで第 3.1節で述べた方法で、Rindler系の真空とMinkowski系の真空との関係を求める。
y, z方向はQの表記を除き結果を変えないので、２次元 (t, x)に注目する。
Bogoliubov変換

â(k) =

∫
dρ(αRkρˆ̄a

R(ρ)− βR∗kρ ˆ̄aR†(ρ) + αLkρˆ̄a
L(ρ)− βL∗kρ ˆ̄aL†(ρ)) (3.65)

と、â(k)|0⟩ = 0より、

αRkρˆ̄a
R(ρ)|0⟩ = βL∗kρ ˆ̄a

L†(ρ)|0⟩ (3.66)

αLkρˆ̄a
L(ρ)|0⟩ = βR∗kρ ˆ̄a

R†(ρ)|0⟩ (3.67)

が成立する。まず、(3.66)を用い、|0⟩ = F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩として

αRkρˆ̄a
R(ρ)F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩ = βL∗kρ ˆ̄a

L†(ρ)F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩ (3.68)

を解く。(α−1)Rνkを ∫
dk(α−1)Rνkα

R
kρ = δ(ν − ρ) (3.69)

と導入する。(3.68)は

ˆ̄aR(ν)F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩ =
∫
dρ dk(α−1)Rνkβ

L∗
kρ
ˆ̄aL†(ρ)F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩

=

∫
dρV RL

νρ
ˆ̄aL†(ρ)F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩, V RL

νρ =

∫
dk(α−1)Rνkβ

L∗
kρ (3.70)
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となり、左辺は

(左辺) = [ˆ̄aR(ν), F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))]|0̄⟩ = ∂F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))

∂ˆ̄aR†(ν)
|0̄⟩ (3.71)

となる。これより、F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))は
∂F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))

∂ˆ̄a(ν)R†
=

∫
dρV RL

νρ
ˆ̄a(ρ)L†F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ))

F (ˆ̄aL†(ρ), ˆ̄aR†(ρ)) = C exp

(∫
dρ dν ˆ̄a(ν)R†V RL

νρ
ˆ̄aL†(ρ)

)
(3.72)

となる。具体的に V RL
νρ を計算すると、αRkρは

αRkρ =
1√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − k
m

)iρ
(3.73)

であるから (3.69)より、(α−1)Rνkは

(α−1)Rνk =

√
1− e−2πν
2πωk

(
ωk − k
m

)−iν
(3.74)

と求まる。実際、k = m sinh θと変数変換することで確かめる事が出来る。βL∗kρ は

βL∗kρ =
e−πρ√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − k
m

)iρ
(3.75)

と求まるから、V RL
νρ は

V RL
νρ =

∫ ∞
−∞

dk(α−1)Rνkβ
L∗
kρ

=

∫ ∞
−∞

dk
e−πρ

2πωk

√
1− e−2πν
1− e−2πρ

(ωk − k
m

)−iν(ωk − k
m

)iρ
ここで、変数変換 k = m sinh θを行うことにより

V RL
νρ =

1

2π

∫ ∞
−∞

dθ e−πρ
√

1− e−2πν
1− e−2πρ

ei(ν−ρ)θ

=e−πρδ(ν − ρ) (3.76)

となる。(3.67)の場合も同様に計算ができる。V LR
νρ を

V LR
νρ

def
=

∫ ∞
−∞

dk(α−1)Lνkβ
R∗
kρ (3.77)

と定義すると

αLkρ = αR∗kρ =
1√

2πωk(1− e−2πρ)

(ωk − k
m

)−iρ
(3.78)

(α−1)Lνk =

√
1− e−2πν
2πωk

(ωk − k
m

)iν
(3.79)

βR∗νρ = e−πραR∗kρ =
e−πρ√

2πωk(1− e−2πρ)

(ωk − k
m

)−iρ
(3.80)
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と書けることから
V LR
νρ = e−πρδ(ν − ρ) (3.81)

と求まる。(3.76),(3.81)の結果から

ˆ̄aR(ρ)|0⟩ = e−πρˆ̄aL†(ρ)|0⟩ (3.82)

ˆ̄aL(ρ)|0⟩ = e−πρˆ̄aR†(ρ)|0⟩ (3.83)

が導かれる。(3.72)の規格化定数 C を求めるにあたり、エネルギー ρを固定し

|0ρ⟩ = Cρ exp(e
−πρˆ̄aL†(ρ)ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩, (3.84)

⟨0ρ|0ρ⟩ = 1を課すことにより、
Cρ =

√
1− e−2πρ (3.85)

と決まる。そこで、
|0⟩ =

∏
ρ

|0ρ⟩ (3.86)

となるので、Rindler系の真空とMinkowski系の真空との関係は

|0⟩ =
∏
ρ

√
1− e−2πρ exp(e−πρˆ̄aL†(ρ)ˆ̄aR†(ρ))|0̄⟩ (3.87)

となる。
以上より、４次元でのMinkowski系の真空とRindler系の真空の関係は形式的に

|0⟩ = N exp

{∫
dρdkydkze

−πρˆ̄a†R(ρ, ky, kz)ˆ̄a
†
L(ρ, ky, kz)

}
|0̄⟩ (3.88)

と書ける。N は形式的な規格化定数。aρが固有時間に対するエネルギーであることを考
慮し、(3.88)を用いると、Rindler系の右側領域で定義した演算子 ÔRのMinkowski系で
の真空 |0⟩の期待値は

⟨0|ÔR|0⟩ =
Tr
(
exp (−aĤR/T )ÔR

)
Tr
(
exp (−aĤR/T )

) (3.89)

T =
a

2π
, a =

1

ξ
(3.90)

と表される。ĤR は η に対する Hamiltonianである。(3.90)から、T を温度と定義する
と、空間全体に広がるMinkowski系の真空 |0⟩では、Rindler系の右側領域で定義された
ÔRにとって、左側領域は熱浴として振る舞う。また、この温度は原点から遠く離れれば
小さくなることから、原点近傍特有の現象とも言える。温度に関しより物理的な説明は
Unruh-DeWitt検出器が使われるが、この検出器が古典的な点状であるのは、固有時間に
関するエネルギーを検出するためである。
以上の議論は全空間に広がった運動量に焦点をあてたものである。次章に、空間的局在
性を持つ粒子描像を構成し、位置という観点からRindler系の性質を調べる準備をする。
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第4章 背景計量下の場の量子論における局在性と基本
的構成要素

Rindler 座標系を含む、Minkowski空間ないの加速度運動を使い構成する座標系 [29]を加
速度系と呼ぶことにする。加速度系における場の量子論 [30]の空間的局在性を、付録A.2.4

で説明したNewton-Wignerの議論を拡張し調べる [31][32]。特に、Rindler系においては
直接の計算により空間的局在性を確認する。
Rindler空間には時間を含む都合の良い対称性はないし、またHeisenberg群に対応した
性質もない。そこで空間が半直線であることより、付録A.1で対称性変換群RsR+の表現
論を基に構成した基本的粒子描像を使う。この粒子描像は空間的位置により特徴付けられ
ている。Minkowski空間における基本的粒子描像との関係を示す式をこの章で提示する。

4.1 加速度系での場の量子論における局在性
Poincaré群を基にしたNewton-Wignerの空間的局在性の議論は、付録A.2.4で詳細に
議論をするが、３つの条件

1.時間及空間の原点 (o : t = 0, xi = 0)に局在化された状態 |o⟩は、空間回転、時間反
転、空間反転に対し不変である。

2.原点 oに局在化された状態を空間移動して出来た状態はもとの状態と直交する。（局
在性）

3. Lorentz群の生成子は局在状態に作用出来る。（正則条件）

に基づいている。局在化された状態の空間移動の生成子として運動量演算子が使えるので、
力学的構造によらない部分は Heisenberg群による位置と運動量の関係を満たす。これに
より、運動量で特徴付けられる粒子描像 (â(p), â†(p))同様、位置で特徴付けられる粒子描
像 (χ̂(x), χ̂†(x))が導入でき、同時刻交換関係は

[χ̂(x), χ̂†(x′) ] = δd(x− x′)
[χ̂(x), χ̂(x′)] = [χ̂†(x), χ̂†(x′)] = 0

(4.1)

である。粒子描像 (â(p), â†(p))との関係は

χ̂(x) =

∫
ddp
√
2p0√

(2π)d
â(p)

eixip
i

√
2p0

, χ̂†(x) =

∫
ddp
√
2p0√

(2π)d
â†(p)

e−ixip
i

√
2p0

(4.2)

である。dは空間次元。
Rindler系をはじめこの章で扱う系は、Heisenberg群との対応を取ることはできない。
そこで、粒子描像 (χ̂(x), χ̂†(x))を直接構成する。
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量子論で重要な観測量は遷移確率である。これを導入するには時間発展のユニタリー演
算子が必要で、時間的Killingベクトル ξµ0 の存在が要求される。そこで、Minkowski空間
内での時間的世界線の接線とKillingベクトルの方向を一致させ、時間的Killingベクトル
を分類する。この Killingベクトルに直交する空間的超平面 Σを取り座標系を構成する。
このように構成された座標系はMinkowski系及び Rindler系を含め６種類に分類される
[29]。Minkowski空間内の世界線すなわち等速運動も含めた意味で加速運動に依って分類、
構成されるので、これらの座標系を加速度系 (x̃ = (x̃0, x̃))と呼ぶ。加速度系では

√
−gg0ν ∂̃νui(x̃) = i

Ei
λ(x̃)

ui(x̃), λ(x̃) > 0 (4.3)

が成立する [30]。λ(x̃)は座標系ごとに決まる x̃の関数で正定値である。
位置で特徴付けられる粒子描像の類推と展開する関数の内積より

χ̂(x̃)
def
=
∑
i

√
2Eiâiui(x̃) , χ̂†(x̃)

def
=
∑
i

√
2Eiâ

†
iu
∗
i (x̃) (4.4)

という演算子を導入する。これらの場の演算子の同時刻交換関係は

[χ̂(x̃) , χ̂†(ỹ)] |x̃0=ỹ0=0=
∑
i

2Eiui(x̃)u
∗
i (ỹ)

def
= δ̂3(x̃− ỹ) , (4.5)

[χ̂(x̃) , χ̂(ỹ)] = [χ̂†(x̃) , χ̂†(ỹ)] = 0 (4.6)

となる。x̃0 = 0での空間的超平面 (Σ)上の一体状態は

|x̃⟩ = χ̂†(x̃)|0⟩ , ⟨ỹ|x̃⟩ = δ̂3(ỹ − x̃) (4.7)

となる。ここで導入した δ̂3(ỹ − x̃)の性質を調べ、局在性について確認する。
局在性を確認するには、(4.5)の δ̂3(x̃− ỹ)が∫

Σ

δ̂3(x̃− ỹ)g(ỹ)
1

λ(ỹ)
dΣ0 = g(x̃) (4.8)

を満たすことを示せばよい。
そこで解 ui(x̃), u

∗
i (x̃)が完全系であることを踏まえ、g(x̃) =

∑
j cjuj(x̃)+

∑
j dju

∗
j (x̃)と

し、試験関数 g(x̃)を x̃0 = 0のΣ上で与える。そして、局在性を表す (4.8)がKlein-Gordon

方程式の解 ui(x̃)の性質に帰着できることを確認する。この確認過程は 2つに分け行う。

(a) g(ỹ) =
∑

j cjuj(ỹ)

解 ui(x̃), u
∗
i (x̃)の完全性は

−i
∑
i

∫
Σ

(
ui(x̃)u

∗
i (ỹ)− u∗i (x̃)ui(ỹ)

)↔
fµỹ g(ỹ)dΣµ = g(x̃) (4.9)

である。Σ上の正規直交性は

(ui|uj) =
∫
Σ

u∗i (x̃)(Ei + Ej)uj(x̃)
1

λ(x̃)
dΣ0 = δij (4.10)
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と書けるので、(u∗i |uj) = 0を考慮すると、(4.9)は Σ上で∑
j

∑
i

(Ei + Ej)ui(x̃)

∫
Σ

u∗i (ỹ)cjuj(ỹ)
1

λ(ỹ)
dΣ0

=
∑
i

ciui(x̃) = g(x̃) (4.11)

となる。(4.10)から i ̸= jの寄与はないので、(4.11)の上段は (4.8)の左辺に δ̂3(x̃− ỹ)の
定義 (4.5)を代入したものに一致する。そこで Σ上で (4.11)は∫

Σ

δ̂3(x̃− ỹ)g(ỹ)
1

λ(ỹ)
dΣ0 = g(x̃) (4.12)

となる。よって、(4.8)が完全性 (4.9)と等価な意味を持つことが確認できた。

(b) g(ỹ) =
∑

j dju
∗
j (ỹ)

この場合は、(4.8)は ∫
Σ

δ̂3(x̃− ỹ)g(ỹ)
1

λ(ỹ)
dΣ0

=
∑
i

∑
j

∫
Σ

2Eiui(x̃)u
∗
i (ỹ)u

∗
j (ỹ)dj

1

λ(ỹ)
dΣ0 (4.13)

である。Σ上での直交性は

(ui|u∗j ) = (Ei − Ej)
∫
Σ

u∗i (x̃)u
∗
j (x̃)

1

λ(x̃)
dΣ0 = 0 (4.14)

と書けるので、(4.14)での積分の部分が値を持てるのはEi = Ej のときのみである。ここ
で解 uj(x̃)に対し、

Ej = Ek, u∗j (x̃) = u−j(x̃)∫
Σ

u∗i (x̃)uk(x̃)
1

λ(x̃)
dΣ0 =

1

2Ei
δik (4.15)

を仮定する。これを踏まえると (4.13)は∫
Σ

δ̂3(x̃− ỹ)g(ỹ)
1

λ(ỹ)
dΣ0 =

∑
i

∑
j

djδiju−i(x̃)

=
∑
j

dju
∗
j (x̃) (4.16)

となる。よって、解 uj(x̃)が (4.15)を満たせば、(4.8)が成立する。
　Minkowski系では、j = k, Ek = k0であり、

uk(x) =
eik·x√
(2π)32k0

(4.17)

なので、完全性 (4.9)と解の性質 (4.15)は成立している。
　同様に加速度系でも、完全性 (4.9)と解の性質 (4.15)が成立すれば、δ̂3(x̃ − ỹ)は測度
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dΣ0/λ(ỹ)に対し、δ3(x̃ − ỹ)と一致することが期待出来、χ̂†(x̃), χ̂(x̃)は位置 x̃に局在し
た粒子の生成、消滅演算子である。Minkowski系と同様に、Σ上の位置 x̃にある 1粒子状
態は

|x̃⟩ = χ̂†(x̃)|0⟩ (4.18)

である。さらに、体積 dΣ0/λ(x̃)に対する密度演算子 ρ̂(x̃)、数演算子 N̂ は

ρ̂(x̃) = χ̂†(x̃)χ̂(x̃) (4.19)

N̂ =

∫
Σ

dΣ0

λ(x̃)
χ̂†(x̃)χ̂(x̃) (4.20)

と書ける。(4.20)の n粒子状態を

|x̃1, x̃2, · · · x̃n⟩ =
1√
n!
χ̂†(x̃1)χ̂

†(x̃2) · · · χ̂†(x̃n)|0⟩ (4.21)

と書くと、その完全系は

1 = |0⟩⟨0|+
∞∑
n=1

∫
Σ

dΣ1
0

λ(x̃1)
· · ·
∫
Σ

dΣn0
λ(x̃n)

|x̃1 · · · x̃n⟩⟨x̃n · · · x̃1| (4.22)

と書ける。また、位置演算子を

X̂
def
=

∫
Σ

dΣ0

λ(x̃)
χ̂†(x̃) x̃ χ̂(x̃) (4.23)

と定義することにより
X̂|x̃⟩ = x̃|x̃⟩ (4.24)

が得られる。これにより、粒子の位置に関し確率解釈が可能となる。また x̃0を一定とす
る他の超平面 Σ′に変更するのは、時間方向の一様性より容易である。
　

4.2 Rindler系での局在性の確認
以上のような解uj(x̃)の添字が加算であるかのような取扱では議論は不十分である。そこ
で、Rindler系の領域R+でのKlein-Gordon方程式の解を使い具体的に計算し、δ̂3(x̃− ỹ)

が測度 dξ/ξに対し δ−関数として振舞うことを確かめる。
Rindler系 x̃ = (η, ξ, y, z)でのKlein-Gordon方程式の解は

ūR(ρ,ky,kz)(x̃) =
(sinhπρ)1/2

2π2
e−iρηeikyyeikzzKiρ(Qξ) (4.25)

である。ここで、ξ =
√
x2 − t2, η = tanh−1(t/x), ρ > 0, Q =

√
k2y + k2z +m2, Kiρ(Qξ)

は変形第 2種 Bessel関数である。また、Rindler系では λ(x̃) = ξである。(4.4)で定義し
た演算子は、Rindler系では

χ̂(x̃) =

∫ √
2ρ ˆ̄aR(ρ, ky, kz) ūR(ρ,ky,kz)(x̃) dρdkydkz (4.26)

χ̂†(x) =

∫ √
2ρ ˆ̄a†R(ρ, ky, kz) ū

∗
R(ρ,ky,kz)

(x̃) dρdkydkz (4.27)
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である。同時刻交換関係は

[χ̂(x̃), χ̂†(ỹ)] =

∫
dρdkydkz2ρūR(ρ,ky,kz)(x̃)ū

∗
R(ρ,ky,kz)

(ỹ) (4.28)

= δ̂3(x̄− ỹ) (4.29)

となる。x̃ = (ξ, y, z)である。
δ̂3(x̃− ỹ)の性質を二つの場合に分け、具体的計算により調べる。

1. g(x̃) =
∑

j djūR(j)(x̃)

内積を用いた表示は∫
Σ

δ̂(x̃− ỹ)g(ỹ)
1

ξ
dΣ =

∑
i

(
ū∗R(i)(x̃)ūR(i)(ỹ)

∣∣g(ỹ))∣∣∣
x̃0=ỹ0=0

(4.30)

と書ける。具体的に計算するにあたり、jを固定する。(4.30)の右辺は∫
dρdkydkz

(
ū∗R(ρ,ky,kz)

(x̃)ūR(ρ,ky,kz)(ỹ)
∣∣ūR(ρ′,k′y,k

′
z)
(ỹ)
)

=
1

π2

∫ ∞
0

dρūR(ρ,k′y,k
′
z)
(x̃)

∫ ∞
0

dξ
ρ+ ρ′

ξ

(
sinh(πρ) sinh(πρ′)

)1/2
K−iρ(Qξ)Kiρ′(Qξ)

(4.31)

ここで、超平面Σを変更しても内積の値は変わらないことを利用し、Σを光円錐近傍
(y0 ∼ y1)の超平面に変える。そのため、変数変換

η =
w + v

2
, ξ = exp

(
v − w
2

)
←→
f =

←→
∂v (4.32)

を行う。光円錐近傍での変形第 2種 Bessel関数の振る舞いは

lim
ξ→0

Kiρ(Qξ) ∼
iπ

2 sinhπρ

(
(Q/2)iρ

Γ(1 + iρ)
eiρ(v−w)/2 − (Q/2)−iρ

Γ(1− iρ)
e−iρ(v−w)/2

)
(4.33)

となる。これらより、(4.31)は∫
dρdkydkz

(
ū∗R(ρ,ky,kz)

(x̃)ūR(ρ,ky,kz)(ỹ)
∣∣ūR(ρ′,k′y,k

′
z)
(ỹ)
)

=

∫
dρūR(ρ,k′y,k

′
z)
(x̃)

∫
dv

−i
22(sinh(πρ) sinh(πρ′))1/2

×
(

(Q/2)iρ

Γ(1 + iρ)
eiρv − (Q/2)−iρ

Γ(1− iρ)
eiρw

)
←→
∂v

(
(Q/2)iρ

′

Γ(1 + iρ′)
e−iρ

′v − (Q/2)−iρ
′

Γ(1− iρ′)
e−iρ

′w

)
(4.34)

となる。Riemann-Lebesgueの定理より、e±iρwのかかる項からの寄与は無視出来る。∫
dρdkydkz

(
ū∗R(ρ,ky,kz)

(x̃)ūR(ρ,ky,kz)(ȳ)
∣∣ūR(ρ′,k′y,k

′
z)
(ỹ)
)

=

∫
dρūR(ρ,k′y,k

′
z)
(x̃)

π(ρ+ ρ′)AA′∗δ(ρ− ρ′)
2
(
sinh(πρ) sinh(πρ′)

)1/2
=ūR(ρ′,k′y,k

′
z)
(x̃) (4.35)
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ここで
A

def
=

(Q/2)iρ

Γ(1 + iρ)
, AA∗ =

sinhπρ

πρ
(4.36)

最後に x̃0 = 0とおく。これにより、δ3(x̃− ỹ)となることが示せた。
2. g(x̃) =

∑
i djū

∗
R(j)(x̃)

解 ūR(ρ,ky,kz)(x̃)は
ū∗R(ρ,ky,kz)

(x̃) = ūR(ρ,−ky,−kz)(x̃) (4.37)

である。(4.15)を満たすことを確認する。1の場合と同様に jを固定し、(4.8)を内積
で表示する。∫

Σ

δ̂3(x̃− ỹ)ū∗R(ρ,ky,kz)
(ỹ)

dΣ0

λ(ỹ)

=

∫
dρdkydkz2ρūR(ρ,ky,kz)(x̃)

∫
dξdydz

2ρ

ξ
ū∗R(ρ,ky,kz)

(ỹ)ū∗R(ρ′,k′y,k
′
z)
(ȳ)
∣∣∣
x̃0=ỹ0=0

=
1

π2

∫ ∞
0

dρ2ρūR(ρ,−k′y,−k′z)(x̃)

∫ ∞
0

dξ
2ρ

ξ

(
sinh(πρ) sinh(πρ′)

)1/2
K−iρ(Qξ)K−iρ′(Qξ)

(4.38)

と書く。ここで、変形第 2種 Bessel関数の積分表示

Kν(z) =

∫ ∞
0

e−z cosh t cosh νtdt,

(
ℜν > −1

2
,ℜz > 0

)
(4.39)

より、K−iρ(Qξ) = Kiρ(Qξ)が成り立つことが分かる。そこで、(4.38)を書き変えて∫
Σ

δ̂3(x̃− ỹ)ū∗R(ρ,ky,kz)
(ỹ)

dΣ

λ(ỹ)

=
1

π2

∫ ∞
0

dρūR(ρ,−k′y,−k′z)(x̃)

∫ ∞
0

dξ
2ρ

ξ
(sinh(πρ) sinh(πρ′))1/2K−iρ(Qξ)Kiρ′(Qξ)

(4.40)

となる。これにより、この ξ 積分は同時刻で、ỹ0 = 0を考えれば (4.31)に等しい。
よって、 ∫

Σ

δ̂3(x̄− ȳ)g(ỹ) dΣ0

λ(ỹ)
= d(ρ′, k′y, k

′
z)ūR(ρ′,−k′y,−k′z)(x̃)

= d(ρ′, k′y, k
′
z)ū
∗
R(ρ′,k′y,k

′
z)
(x̃) (4.41)

となる。この場合も δ̂3(x̃− ỹ)は測度 dΣ0/ξに対し δ3(x̃− ỹ)となることが示せた。

以上より。Rindler系で一般的に、

δ̂3(x̃− ỹ) = δ3(x̃− ỹ) (4.42)

であることが示せた。ただし、測度は (dξ/ξ)dydzである。
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4.3 対称性変換群RsR+による基本的粒子描像
Rindler空間は二つの独立な領域 (Rindler wedge)からなり、各領域の空間方向の形状
は半直線 (R+)である。対称性変換群 RsR+を基にした粒子描像 (â(x+), â

†(x+))は、付
録A.1において示したように、R+上の位置 (x+)に依って特徴付けられる。これは力学的
構造によらないより基礎的な性質である。しかし、時間発展については制限は付かない。
そこで、付録 A.1 で導入した Ω̂ を Hamiltonian として導入すると、多体系における

Hamiltonianは
ĤS =

∫ ∞
0

dx+

x+

â†(x+)Ω̄(x+)â(x+) (4.43)

となる。Ω̄は
Ω̄+

def
= −x+

∂

∂x+

x+

∂

∂x+

+ µ2x2
+ (4.44)

である。時間を ζ として、â(x+, ζ)のHeisenbergの運動方程式は

i
∂

∂ζ
â(x+, ζ) = Ω̄â(x+, ζ) (4.45)

となり、Schrödinger方程式型である。
また、Hamiltonianとして

ĤKG =

∫ ∞
0

dx+

x+

â†(x+)
√

Ω̄â(x+) (4.46)

を採用する可能性もある。ただし、√
Ω̄â(x+) =

∫ ∞
0

dx′+
x′+

G(x+, x
′
+)â(x

′
+) (4.47)

であり、積分核 G(x+, x
′
+)は

G(x+, x
′
+) =

∫ ∞
0

dΩ⟨x+|Ω⟩Ω1/2⟨Ω|x′+⟩ (4.48)

である。状態ベクトルなどの表記は付録A.1による。また、積分核G(x+, x
′
+)は非局在的

ではあるが、x+近傍 (x+ ∼ x′+)でのみ大きな値を持つ。積分核の詳細な性質は付録B.1を
参照。Hamiltonianとして (4.46)を採用したときの â(x+, ζ)のHeisenbergの運動方程式

i
∂

∂ζ
â(x+, ζ) =

√
Ω̄â(x+, ζ) (4.49)

は多少複雑であるが、時間に関し２階の微分方程式に書き換えれば

− ∂2

∂ζ2
â(x+, ζ) = Ω̄â(x+, ζ) (4.50)

となり、Klein-Goldon型である。そこで、4.2節における (ξ, η)と (x+, ζ)を同一視すれば、

χ̂(ξ, η) = â(x+, ζ), χ̂†(ξ, η) = â†(x+, ζ) (4.51)
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という関係を得る。
また、一体の確率振幅は

|ψ(ζ)⟩ =
∫ ∞
0

dx+

x+

ψ(x+)â
†(x+, ζ)|0̃⟩ =

∫ ∞
0

dx+

x+

ψ(x+, ζ)â
†(x+)|0̃⟩ (4.52)

である。ただし、â(x+)|0̃⟩ = â(x+, ζ)|0̃⟩ = 0。同時刻の状態の内積は

⟨ψ(ζ)|ψ′(ζ)⟩ =
∫ ∞
0

dx+

x+

ψ∗(x+, ζ)ψ
′(x+, ζ) (4.53)

である。確率振幅の Schrödinger方程式は

i
∂

∂ζ
ψ(x+, ζ) =

√
Ω̄ψ(x+, ζ) (4.54)

である。
Poincaré群を基にした、Minkowski空間の粒子描像と比較するため、同時刻の内積 (4.53)

を拡張する。そこで、新たな共変的関数を

ϕR(x+, ζ) =

∫ ∞
0

dρ
√
ρ
Dρ(x+)e

−iρζϕR(ρ) (4.55)

と導入する。(4.55)での各関数は

ϕR(ρ) =

∫ ∞
0

dx+

x+

ψ(x+)D
∗
ρ(x+) (4.56)

Dρ(x+)
def
=

√
2ρ sinhπρ

π
Kiρ(mx+) (4.57)

である。Dρ(x+)は
Ω̄Dρ(x+) = ρ2Dρ(x+) (4.58)

を満たす固有関数で、ここでは ρ > 0を取る。これにより、内積 (4.53)は

⟨ψ(ζ)|ψ′(ζ)⟩ = −i
∫ ∞
0

dx+

x+

(( ∂
∂ζ
ϕ∗R(x+, ζ)

)
ϕ′R(x+, ζ)− ϕ∗R(x+, ζ)

( ∂
∂ζ
ϕ′R(x+, ζ)

))
(4.59)

と書け、一般的超平面へ

⟨ψ(ζ)|ψ′(ζ)⟩ = −i
∫
Σ

ψ∗
↔
fµψ′dΣµ ,

↔
fµ =

√
−ggµν

→
∂ν −

←
∂ν
√
−ggµν (4.60)

と拡張ができる。しかし、x0 = ξ sinh η, x1 = ξ cosh ηより
∂

∂η
= x1 ∂

∂x0
+ x0 ∂

∂x1
(4.61)

となるため、Minkowski空間との比較は、ρ > 0だけではできない。そこで、ρ < 0も考
慮し、量子場を

ϕ̂R(x+, ζ) =

∫ ∞
0

dx′+
x′+
×((∫ ∞

0

dρ
√
ρ
Dρ(x+)e

−iρζD∗ρ(x
′
+)
)
â(x′+) +

(∫ ∞
0

dρ
√
ρ
D∗ρ(x+)e

iρζDρ(x
′
+)
)
â†(x′+)

)
(4.62)
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と導入する。これは、

⟨0|ϕ̂R(x+, ζ)|ψ⟩ = ϕR(x+, ζ), ⟨ψ|ϕ̂R(x+, ζ)|0⟩ = ϕ∗R(x+, ζ) (4.63)

と対応が取れるためである。
もう一つのRindler wedgeにおける量子場も同様に構成する。

ϕ̂L(x+, ζ) =

∫ ∞
0

dx′+
x′+
×((∫ ∞

0

dρ
√
ρ
Dρ(x+)e

−iρζD∗ρ(x
′
+)
)
b̂(x′+) +

(∫ ∞
0

dρ
√
ρ
D∗ρ(x+)e

iρζDρ(x
′
+)
)
b̂†(x′+)

)
(4.64)

ただし、(b̂(x+), b̂
†(x+))は独立な生成、消滅演算子である。

さらに、Poincaré群を基にするMinkowski空間の量子場も同様の方法で

ϕ̂(x, t) =

∫ ∞
−∞

dk
(
uk(x, t)â(k) + u∗k(x, t)â

†(k)
)
, uk(x, t) =

eikx−iωkt√
(2π)2ωk

(4.65)

と構成する [41]。ただし、ωk =
√
k2 +m2。そして、ζ = η, x+ = ξを取り、

ϕ̂(x, t) = θ(ξ)ϕ̂R(ξ, η) + θ(−ξ)ϕ̂L(−ξ, η), t = ξ sinh η, x = ξ cosh η (4.66)

として比較すれば良い。これにより第３章および第 4.2節で行った考察および公式が成立
していることが確認できる。
(4.66)は、二つのスピン (S⃗1, S⃗2)の合成 (S⃗1 + S⃗2 = L⃗)に対応する式でもある。
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第5章 Rindler空間における相対論的量子縺れの空間
的構造

第２章と付録Aで示したように、対称性変換群のユニタリー表現を基に粒子描像を構成し
たとき、Poincaré群を使うMikowski空間では運動量で特徴付けられる生成、消滅演算子
(â(k), â†(k))が基本である。真空は

â(k)|0⟩ = 0 (5.1)

と定義され、空間的に大局的なものである。
一方、第２章と第４章および付録 Aの議論より、RsR+群のユニタリー表現を基にす
るRindler空間の基本的粒子描像は、空間的位置によって特徴付けられる生成、消滅演算
子 (χ̂i(ξi), χ̂i†(ξi))である。そして、真空は

χ̂i(ξi)|0̄i⟩ = 0, i = L, R (5.2)

と空間的に局在的なもので、二つの粒子描像が共存する。
この章での研究対象は、構成要素は Rindler空間における基本的粒子描像であり、合
成される状態ベクトルはMinkowski空間における真空である。Minkowski空間の真空を
Rindler空間の基本的粒子描像で構成するのに共変的な場の量の合成則 (4.66)を使う。こ
れによって合成されたMinkowski空間の真空は量子縺れ状態である。そこで、その空間的
構造を調べる。
この量子縺れの様子は

1.左右のRindler wedge で、原点からの距離が同じ状態の量子縺れが強い。
2.また、その距離がある点に達すると急激に弱くなる。
3.この急激に弱くなる距離に、座標系としての特徴が現れる。

である。これらの様子は、注目する状態が混合状態のためネガティビティと呼ばれる量に
よる量子縺れの基準を通し調べた。Minkowski系の真空の場合、この基準は基本的粒子描
像から定義される正準量の相関で読み替えられる。
正準量の相関は共変的な場の量と直接結びつかない。そこで、Wightman関数とこの相
関との関係を調べる。　座標系の選択（参照基準系）は観測者が等速運動しているかある
いは等固有加速度運動しているかによって決まる。そこで、この座標系選択を反映させる
ため、観測者とともに動く検出器系を導入する。検出器系は検出器場と間接的に観測する
対象場からなる。相互作用項はこれらの場を共変的に結合させる。参照基準系により、検
出器場は制御されるので、相互作用項を通して対象場も間接的に制御され、左右領域の相
関を調べることができる。

31



この検出器系を、Minkowski空間の真空の密度演算子を通した期待値、および瞬間近似
を使った遷移振幅に適用する。顕著な結果は左右の相関の消失する点に現れる。これらの
性質と正準量の相関との関係を議論する。
この章での解析の前提は、Rindler空間での粒子描像のMinkowski空間での完全性であ
る。このことは、Minkowski空間で定義されたWightman関数をRindler空間での粒子描
像で直接計算することにより、証明されている [28]。

5.1 合成系における量子縺れ
Einstein、Podolsky、Rosen達によって、ある思考実験を基に、量子力学的記述の不完
全性が主張された。この主張に対する Bohrの反論こそが「量子縺れ」研究の出発点であ
る。量子縺れの本質は、「量子力学的状態は大局的なもの」である。ここでの大局的とい
う意味は、「合成系の状態は構成要素の状態で因子化できるとは限らない」ということで
ある。それ以後多くのモデルが提唱されたが、その中で最も有名なものは、構成要素は２
つのスピン 1/2の状態で合成系の状態はスピン 0のモデルであろう。このモデルより導き
出されるBellの不等式は、実験的にも調べられ、隠れた変数の可能性を否定し通常の量子
力学的記述を確立させた。このモデルの重要な点は、独立な構成要素に対する、独立な観
測と座標系の方向の独立な選択である。
この章では、構成要素として Rindler空間の独立な２つの領域（wedge）における粒子
描像を、合成系の状態としてはMinkowski空間の真空を取る。ここでの粒子描像は調和振
動子と同義なので、２個の調和振動子から成る合成系での量子縺れを簡単に復習しておく。
２つの生成、消滅演算子 (âi, â

†
i )及び正準量であるHermitian演算子 (q̂i, p̂i)を

q̂i =
1√
2

(
âi + â†i

)
, p̂i = −

i√
2

(
âi − â†i

)
, i = 1, 2 (5.3)

と導入する。２つの調和振動子から成る適当な規格化された状態ベクトルを |ψ12⟩とする。
「この状態ベクトルは量子縺れ状態か」が問題である。すなわち、「|ψ12⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩で
ないこと」を示せるかということである。
また、Minkowski空間の真空は純粋状態であるが、この状態を合成系の状態としてみ
たとき、基本的構成要素の取り方、そしてその要素のうち注目する自由度の取り出し方に
よってはその自由度の状態は混合状態になりうる。そこで、量子縺れの基準の一般化も必
要である。
純粋状態の場合、この問題に一つの判断基準を与えるのがネガティビティ Ξ(ρ̂12)とい
う量 [36][37]である。ρ̂12を密度演算子 |ψ12⟩⟨ψ12|とする。この密度演算子を正規完全直交
系 |n1⟩|n2⟩で

ρ̂12 =
∑

n1,n2;n′
1,n

′
2

|n1⟩|n2⟩
(
⟨n2|⟨n1|ρ̂12|n′1⟩|n′2⟩

)
⟨n′2|⟨n′1| (5.4)

と表現する。この密度演算子の表現に対し、n1のみを転置した量 ρ̂T1

12 を

ρ̂T1

12 =
∑

n1,n2;n′
1,n

′
2

|n′1⟩|n2⟩
(
⟨n2|⟨n′1|ρ̂12|n1⟩|n′2⟩

)
⟨n′2|⟨n1| (5.5)
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と定義する。この二つの演算子は、状態ベクトル |ψ12⟩が規格化されているため、

Tr
(
ρ̂12
)
= Tr

(
ρ̂T1

12

)
= 1 (5.6)

である。また、ρ̂12の行列表現のすべての固有値は正であるが、一方 ρ̂T1

12 の固有値 (λi)は
正とは限らない。しかし、|ψ12⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩のときは ρ̂T1

12 の固有値もすべて正となるこ
とは容易に確認できる。そこで、もし ρ̂T1

12 の固有値に負が存在すれば量子縺れしていると
言え、量子縺れの一つの判断基準を与える。この基準は Peres基準 [33]と呼ばれる。
また、λiのうち、負の固有値の絶対値を取ったものを加え合わせた量

Ξ(ρ̂12)
def
=

∑
{i:λi<0}

|λi| (5.7)

をネガティビティと定義する。Ξ(ρ̂12)がゼロでなければ状態 |ψ12⟩は量子縺れしているこ
とになる。
この基準は万能ではないが、混合状態にも適用できる。混合状態の場合、密度演算子が

ρ̂12 =
∑
i

pi|ψi12⟩⟨ψi12|, pi ≥ 0 (5.8)

と書けるとき量子縺れはないと定義を一般化する [34]。ただし、|ψi12⟩ = |ψi1⟩⊗ |ψi2⟩。混合
状態に対し、(5.8)を満たす密度演算子の (5.5)に対応した式は

ρ̂T1

12 =
∑

n1,n2;n′
1,n

′
2

∑
i

|n′1⟩|n2⟩
(
pi⟨n′1|ψi1⟩⟨ψi1|n1⟩⟨n2|ψi2⟩⟨ψi2|n′2⟩

)
⟨n′2|⟨n1| (5.9)

となり、固有値はすべて正であることが確認できる。そこで、混合状態へ Peres基準は一
般化出来る [35]。これにより、負の固有値の絶対値の和であるネガティビティは、構成要
素の取り方により状態が混合状態になる相対論的量子縺れの空間構造を調べる上で一つの
基準を与える、重要な量となる。
実際にネガティビティを計算するのは困難であるが、|ψ12⟩がGauss状態であれば計算
可能であり、混合状態に関する基準は成立する [35]。今、R̂α = (q̂1, p̂1, q̂2, p̂2)とし、

⟨Ô⟩ = Tr
(
Ôρ̂12

)
(5.10)

とする。Gauss 状態とは、あらゆるモーメント ⟨R̂α1
· · · R̂αn

⟩ が２次までのモーメント
⟨R̂α⟩, ⟨R̂α1

R̂α2
⟩で決まる状態のことをいう。

Gauss状態におけるネガティビティの公式 [37]を示す。計算の詳細は [42]を参照。まず、
必要となる量を定義する。

M
def
=

(
M1 M12

M21 M2

)
(5.11)

M1
def
=

(
⟨q̂1q̂1⟩ 1

2
⟨p̂1q̂1 + q̂1p̂1⟩

1
2
⟨p̂1q̂1 + q̂1p̂1⟩ ⟨p̂1p̂1⟩

)
, M2

def
=

(
⟨q̂2q̂2⟩ 1

2
⟨p̂2q̂2 + q̂1p̂1⟩

1
2
⟨p̂1q̂1 + q̂1p̂1⟩ ⟨p̂2p̂2⟩

)
(5.12)

M12
def
=

(
⟨q̂1q̂2⟩ ⟨q̂1p̂2⟩
⟨p̂1q̂2⟩ ⟨p̂1p̂2⟩

)
, M21

def
=

(
⟨q̂2q̂1⟩ ⟨q̂2p̂1⟩
⟨p̂2q̂1⟩ ⟨p̂2p̂1⟩

)
(5.13)
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∆(M)
def
= det(M), ∆̃(M)

def
= det(M1) + det(M2)− det(M12)− det(M21) (5.14)

これらの量を使うと、ネガティビティは

Ξ(ρ̂12) = max

 1

2
√
2

√
∆̃(M)−

√
∆̃(M)2 − 4∆(M)

− 1

2
, 0

 (5.15)

と与えられる。
２個の調和振動子の場合、det(M12) = det(M21) = 0となれば、∆̃(M) = 1/2となり、

Ξ(ρ̂12) = 0となることが確認できる。これは、２個の振動子の相関と判断基準であるネガ
ティビティが直接結びついていることを示す。

5.2 Rindeler系での粒子描像とD関数の定義
2次元時空を考え、空間的超平面 Σを取る。Rindler系での議論の見通しを良くするた
め、変数 ξ∗を

ξi∗ = log
|ξ|
α
, i = R, L (5.16)

と定義し導入する。ここで、αは長さの次元を持つ正の数である。また、右側領域 (ξ > 0)

での ξ∗を ξR∗、左側領域 (ξ < 0)での ξ∗を ξL∗ と書くことにする。ξi∗を取ることで、定義
域が−∞ < ξi∗ <∞となり扱い安くなる。Klein-Gordon方程式は( ∂2

∂η2
− ∂2

∂ξi∗
2 + α2m2e2ξ

i
∗

)
ϕ(ξi∗, η) = 0 (5.17)

と書け、変形 Bessel関数の微分方程式 (3.47)は

(−∂2
ξi∗
+ α2m2e2ξ

i
∗)Kiρ(mαe

ξi∗) = ρ2Kiρ(mαe
ξi∗) (5.18)

と書ける。ただし、ζ = αmeξ
i
∗ , iρ = νである。

対称性変換群から決まるRindler系での粒子描像 (χ̂i(η, ξi∗), χ̂
i†(η, ξi∗))を確認しておく。

1.同時刻交換関係

[χ̂i(η, ξi∗), χ̂
j†(η, ξ′j∗)] = δijδ(ξ

i
∗ − ξ′j∗),

[χ̂i(η, ξi∗), χ̂
j(η, ξ′j∗)] = [χ̂i†(η, ξi∗), χ̂

j†(η, ξ′j∗)] = 0 (5.19)

2.真空
χ̂i(η, ξi∗)|0̄i⟩ = 0, |0̄⟩ = |0̄L⟩ ⊗ |0̄R⟩ (5.20)

3. n粒子状態
|ξi∗1 · · · ξi∗n⟩ =

1√
n!
χ̂i†(ξi∗1) · · · χ̂i†(ξi∗n)|0̄i⟩ (5.21)

4.数演算子
N̂ i =

∫ ∞
−∞

dξi∗χ̂
i†(ξi∗)χ̂

i(ξi∗) (5.22)
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5.完全性

1i = |0̄i⟩⟨0̄i|+
∞∑
n=1

∫ ∞
−∞

dξi1∗ · · ·
∫ ∞
−∞

dξin∗|ξi1∗ · · · ξin∗⟩⟨ξi1∗ · · · ξin∗| (5.23)

6. Rindler系での物理量： 位置演算子 X̂ i
∗、スケール演算子 Π̂i

∗

X̂ i
∗ =

∫ ∞
−∞

dξi∗χ̂
i†(ξi∗)ξ

i
∗χ̂(ξ

i
∗) (5.24)

Π̂i
∗ = −

i

2

∫ ∞
−∞

dξi∗χ̂
i†(ξi∗)

←→
∂ξi∗χ̂

i(ξi∗) (5.25)

(5.26)

各領域での変形第２種Bessel関数の直交性 (B.2)と完全性 (B.3)を利用して、新たな粒
子描像 (ˆ̄ai(ρ), ˆ̄ai†(ρ)) を

ˆ̄ai(ρ) =

∫ ∞
−∞

dξi∗χ̂
i(ξi∗)D

∗
ρ(ξ

i
∗), ˆ̄ai†(ρ) =

∫ ∞
−∞

dξi∗χ̂
i†(ξi∗)Dρ(ξ

i
∗) (5.27)

と導入する。Dρ(ξ
i
∗)は

Dρ(ξ
i
∗)

def
=

√
2ρ sinhπρ

π
Kiρ(mαe

ξi∗) (5.28)

である。同時刻交換関係は

[ˆ̄ai(ρ), ˆ̄aj†(ρ′)] = δijδ(ρ− ρ′), [ˆ̄ai†(ρ), ˆ̄aj†(ρ′)] = [ˆ̄ai(ρ), ˆ̄aj(ρ′)] = 0 (5.29)

となることは容易に確認できる。
逆変換は

χ̂i(η, ξi∗) =

∫ ∞
0

dρ ˆ̄ai(ρ)e−iρηDρ(ξ
i
∗) (5.30)

χ̂i†(η, ξi∗) =

∫ ∞
0

dρ ˆ̄ai†(ρ)eiρηD∗ρ(ξ
i
∗) (5.31)

である。
以後の議論の対象は、Rindler空間の独立な各Rindler wedgeから合成されたMinkowski

空間である。そこでの議論に使われるもう一つのD関数を

ˆ̄ai(ρ)ūiρ(ξ
i
∗) =

∫ ∞
−∞

dξ′
i
∗χ̂

i(ξ′
i
∗)Dρ(ξ

i
∗, ξ
′i
∗) (5.32)

と定義しておく。Dρ(ξ
i
∗, ξ
′i
∗)は

Dρ(ξ
i
∗, ξ
′i
∗)

def
=

√
2ρ sinhπρ

π2
Kiρ(mαe

ξi∗)Kiρ(mαe
ξ′i∗) (5.33)

で、ūiρ(ξi∗)は

ūiρ(ξ
i
∗) =

√
sinhπρ

π
Kiρ(mαe

ξi∗) (5.34)

である。
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5.3 合成系としてのMinkowski系の真空と量子縺れ
t = η = 0超平面での基本的構成要素である Rindler 系の粒子描像と合成系としての

Minkowski系の粒子描像の関係は

ϕ̂(x) = ϕ̂L(ξ
L
∗ ) + ϕ̂R(ξ

R
∗ ) (5.35)

である。ここでの ϕ̂(x), ϕ̂i(ξ
i
∗)は

ϕ̂(x) =

∫ ∞
−∞

dk
(
uk(x)â(k) + u∗k(x)â

†(k)
)

(5.36)

ϕ̂i(ξ
i
∗) =

∫ ∞
−∞

dξ′
i
∗

(∫ ∞
0

dρD̂ρ(ξ
i
∗, ξ
′i
∗)
)
χi(ξ′

i
∗) +

∫ ∞
−∞

dξ′
i
∗

(∫ ∞
0

dρD∗ρ(ξ
i
∗, ξ
′i
∗)
)
χ̂i†(ξ′

i
∗)

(5.37)

である。ただし、
uk(x) =

eikx√
(2π)2ωk

, ωk =
√
k2 +m2

である。
そして、合成される状態はMinkowski系の真空 |0⟩で、条件は

â(k)|0⟩ = 0 (5.38)

である。Minkowski系の真空とRindler系の粒子描像との関係は

|0⟩ =
∏
ρ

(
Cρ exp

(
e−πρāL†(ρ)āR†(ρ)

))
|0̄⟩ (5.39)

Cρ =
√
1− e−2πρ

である。形式的には

|0⟩ = N exp

∫ ∞
0

dρ
(
e−πρāL†(ρ)āR†(ρ)

)
|0̄⟩ (5.40)

と書ける。規格化定数N は明確には定義できない。また、exp部分は Taylor展開するこ
とで定義する。Minkowski系の真空は、左右領域のRindler系の粒子を同数含む状態の和
として表現される。このことから、Minkowski系の真空は、独立なRindler wegdeの状態
の量子縺れ状態であると理解できる。
次に、Rindler系の左右領域に局在した状態

|ξR∗ ⟩ ⊗ |ξ′L∗ ⟩ = χ̂R†(ξR∗ )|0̄R⟩ ⊗ χ̂L†(ξ′L∗ )|0̄L⟩ (5.41)

を導入し、内積
f(ξR∗ , ξ

′L
∗ ) = ⟨ξR∗ | ⊗ ⟨ξ′∗L|0⟩ (5.42)

を取る。この内積より作られる関数 f(ξR∗ , ξ
′L
∗ )の絶対値の 2乗は、Minkowski系の真空 |0⟩

にRindler系での粒子が位置 ξR∗ と ξ′L∗ に存在する確率である。f(ξR∗ , ξ′L∗ )は実関数である
ので、確率振幅で議論を進める。
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f(ξR∗ , ξ
′L
∗ )は、

⟨ξR∗ | = ⟨0̄R|
∫ ∞
0

dρ

√
2ρ sinhπρ

π
ˆ̄aR(ρ)Kiρ(mαe

ξR∗ ) (5.43)

⟨ξ′L∗ | = ⟨0̄L|
∫ ∞
0

dρ

√
2ρ sinhπρ

π
ˆ̄aL(ρ)Kiρ(mαe

ξ′∗
L

) (5.44)

を用いると、

f(ξR∗ , ξ
′L
∗ ) = NF (ξR∗ , ξ

′L
∗ ) (5.45)

F (ξR∗ , ξ
′L
∗ ) =

1

π2

∫ ∞
0

dρρ(1− e−2πρ)Kiρ(mαe
ξR∗ )Kiρ(mαe

ξ′∗
L

) (5.46)

となる。先に注意したように、規格化定数N は明確に定義された量ではないので、それを
除き関数 F (ξR∗ , ξ

′L
∗ )を定義した。関数 F (ξR∗ , ξ

′L
∗ )は、Rindler系の２粒子状態に限り、そ

の２粒子の位置 (ξR∗ , ξ
′L
∗ )の変化に関する相対的確率振幅と理解できる。ただし、各々の ξi∗

は原点からの距離 (|ξi|)から (5.16)に従い導入した量である。
変形第 2種 Bessel関数の関係式

Kiρ(mαe
ξR∗ )Kiρ(mαe

ξ′∗
L

) =

∫ ∞
−∞

dλ

2
eiρλK0(mαA(λ)) (5.47)

A2(λ) = e2ξ
R
∗ + e2ξ

′L
∗ + 2eξ

R
∗ +ξ′L∗ coshλ (5.48)

より
F (ξR∗ , ξ

′L
∗ ) =

1

2π2

∫ ∞
−∞

dλK0(mαA(λ))

∫ ∞
0

dρρ(1− e−2πρ)eiρλ (5.49)

となる。ここで、(5.49)の λ積分を数値的に実行するため、収束因子 e−βρ, (β > 0)を導
入する。(5.46)の収束性を見るのに、第２種 Bessel関数の完全性の式 (B.3)∫ ∞

0

dρ
2ρ sinhπρ

π2
Kiρ(mαe

ξ∗)Kiρ(mαe
ξ′∗) = δ(ξ∗ − ξ′∗) (5.50)

と比較する。(5.46)の e−πρ(eπρ − e−πρ)は (5.50)の sinhπρより、ρ→∞に対し収束性が
良いことが分かる。また、(5.49)の ρ積分を、収束因子 e−βρを導入し実行すると∫ ∞

0

dρρ(1− e−2πρ)e(iλ−β)ρ

=

(
1

(β − iλ)2
− 1

(β − iλ+ 2π)2

)
(5.51)

を得る。これにより、F (ξR∗ , ξ′L∗ )は

F (ξR∗ , ξ
′L
∗ ) = lim

β→0

∫ ∞
−∞

dλ

2π2
K0(mαA(λ))

(
1

(β − iλ)2
− 1

(β − iλ+ 2π)2

)
(5.52)

である。(5.52)より、付録B.1で議論したような、β → 0で極が積分経路を横切ることは
ないことが分かる。よって、収束因子の導入の目的は数値積分の収束性を良くするための
みである。
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また、

⟨ξR∗β| = ⟨0̄R|
∫ ∞
0

dρ

√
2ρ sinhπρ

π
ˆ̄aR(ρ)Kiρ(mαe

ξR∗ )e−
β
2 ρ (5.53)

⟨ξ′L∗β| = ⟨0̄L|
∫ ∞
0

dρ

√
2ρ sinhπρ

π
ˆ̄aL(ρ)Kiρ(mαe

ξ′∗
L

)e−
β
2 ρ (5.54)

と状態ベクトルを正則化をすれば、超関数に関わる問題も避けられる。
(5.52)の数値積分を行う。βの値による依存性を見るために、例として計算可能な βの
値の範囲で β = 1の場合と β = 0.09を実行した1。まず、β = 1の場合は図 5.1となる。

図 5.1. Minkowski系の真空 |0⟩に Rindler系の粒子が位置 ξR∗ , ξ
′L
∗ に存在する相対的確率

振幅 F (ξR∗ , ξ
′L
∗ )。収束因子は β = 1。

続いて、β = 0.09の場合は図 5.2となる。これらから、βの値の違いから、大きな数値
的変化はないことが分かる。

図 5.2. Minkowski系の真空 |0⟩に Rindler系の粒子が位置 ξR∗ , ξ
′L
∗ に存在する相対的確率

振幅 F (ξR∗ , ξ
′L
∗ )。収束因子は β = 0.09。

1m = α = 1
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図 5.1、図 5.2から、原点からの距離に対応する ξR∗ と ξ′L∗ が同じような値もつ領域で、
F (ξR∗ , ξ

L
∗ )は大きな値を持つことが分かる。しかし、これは δ(ξR∗ −ξL∗ )が数値計算のため広

がった訳ではない。なぜなら、ρに関する被積分関数の ρ→∞での振る舞いは、δ(ξR∗ −ξL∗ )
の場合より良いためである。これにより幅を持つと考えられる。
また、ξ∗の負の領域で、F (ξR∗ , ξL∗ )は値を持つ理由は、ξ∗座標でのKlein-Gordon方程
式 (B.5) の有効ポテンシャル項が ξ∗ < 0のとき減衰するためである。そのため、Rindler

粒子が ξ∗ < 0領域で存在しやすい。mα = 1とmα = 105の場合に分けて、ξR∗ = ξ
′L
∗ の部

分を図示する。mα = 1のときは図 5.3、mα = 105のときは図 5.4である。

図 5.3 ξR∗ = ξ′L∗ のときの相対的確率振幅 F (ξR∗ , ξ
′L
∗ )。mα = 1

図 5.4 ξR∗ = ξ′L∗ のときの相対的確率振幅 F (ξR∗ , ξ
′L
∗ )。mα = 105

図 5.3、図 5.4より、質量との関係でみるとmαが小さいとき、ピークの立ち上がりは
変数 ξの原点から遠ざかる方向へ移る。逆にmαが大きいときは原点へ向かう。これは α

を固定したとき、軽い粒子ほど遠くまで相関があることを示している。
以上をまとめるとMinkowski系の真空の２体部分は

|0⟩2 ∝
∫
dξR∗ dξ

L
∗ F (ξ

R
∗ , ξ

L
∗ )|ξR∗ ⟩ ⊗ |ξL∗ ⟩ (5.55)

と書け、相対的確率振幅 F (ξR∗ , ξ∗L)は FR(ξ
R
∗ )FL(ξ

L
∗ )と因子化出来ない。これにより、基
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本的構成要素として粒子描像 (χ̂i(ξi∗), χ̂
i†(ξi∗))を取ったとき、Minkowski系の真空は量子

縺れ状態であることが分かる。
最後に、F (ξR∗ , ξ′L∗ )を使いMinkowski系の真空を表わすと

|0⟩ = N exp

(∫
dξR∗ dξ

′L
∗ χ̂

R†(ξR∗ )F (ξ
R
∗ , ξ

′L
∗ )χ̂

L†(ξ′L∗ )

)
|0̄⟩ (5.56)

となる。ただし、N は明確に定義されていないので形式的である。expは展開によって定
義される。この表示から分かることは、左右の領域の粒子数は同数であり、各粒子ごとの
状態は量子縺れ状態である。また、ξR∗ および ξL∗ を固定すれば形式的ではあるが、

|0⟩ξR∗ ξL∗ =

√
1−

(
F (ξR∗ , ξ

L
∗ )
)2

exp
(
χ̂R†(ξR∗ )F (ξ

R
∗ , ξ

L
∗ )χ̂

L†(ξL∗ )
)
|0̄⟩ (5.57)

とも書け、(5.57)に対し、ξR∗ = ξL∗ = ξ∗とした密度演算子を ρ̂(ξ∗) = |0⟩ξ∗ξ∗ × ξ∗ξ∗⟨0|と近
似したときのネガティビティ(5.7)は

Ξ
(
(ρ̂(ξ∗)

)
=

(
F (ξ∗, ξ∗)

)2
2
(
1−

(
F (ξ∗, ξ∗)

)2) (5.58)

と計算される。図 5.3、図 5.4より、この量子縺れは原点近傍の現象と言える。また、その
縺れ具合は質量により、軽い質量ほど遠くまで縺れる。

5.4 ネガティビティと平行移動
(5.39)から分かるように、ηに関するエネルギー ρを固定すれば他のモードから分離で
きる。そのため、他のモードに関し跡を取ることにより除くと、左右のwedge間の量子縺
れは純粋状態の量子縺れとして調べることが出来る [13]。一方、位置で特徴付けられた粒
子描像による表現 (5.56)は、左右wedgeの位置を決めてもその状態を完全に分離できず、
他の状態からの影響が残る。これは、跡を取っても重みとしてその影響は残り混合状態と
なることを意味する。このような状況での量子縺れの判断基準は万能ではないが Peres基
準を採用するのが妥当である。またこの判断基準は、調和振動子の場合、ネガティビティ
を通し二つの振動子間の相関で与えることが出来、場の量子論として、形式的な部分もあ
るが、扱いやすい。

5.4.1 Minkowski系の真空のネガティビティ

ξL∗ , ξ
R
∗ を固定すれば、χ̂i(ξi∗), χ̂i(ξi∗)は、真空 |0̄i⟩および Fock空間を含め、各々独立な

演算子とみなせる。そこで、(5.3)に従い、正準量 q̂i(ξi∗), p̂
i(ξi∗)を導入する。

q̂i(ξi∗)
def
=

1√
2

(
χ̂i(ξi∗) + χ̂i†(ξi∗)

)
, p̂i(ξi∗)

def
= − i√

2

(
χ̂i(ξi∗)− χ̂i†(ξi∗)

)
(5.59)

[
q̂i(ξi∗), p̂

j(ξ′j∗)
]
= iδijδ(ξ

i
∗ − ξ′i∗)

[
q̂i(ξi∗), q̂

j(ξ′j∗)
]
=
[
p̂i(ξi∗), p̂

j(ξ′j∗)
]
= 0 (5.60)
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この正準量に対し、ネガティビティΞ(ρ̂)を計算する。密度演算子 ρ̂を定義する状態ベクト
ルとしてMinkowski系の真空 |0⟩を取る。

ρ̂ = |0⟩⟨0| (5.61)

(5.56)より何次のモーメント（真空期待値）でも F (ξL∗ , ξ
R
∗ )で形式的ではあるが書けるの

で、|0⟩を Gauss状態としてまず形式的に扱う。(5.11)、(5.12)、(5.13)、(5.14)の性質を
みるため、各成分を調べる。
まず、q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )の真空期待値を

I(ξL∗ , ξ
R
∗ )

def
= Tr

(
q̂L(ξL∗ )q̂

R(ξR∗ )ρ̂)
)
= ⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩ (5.62)

と書く。左右領域の粒子数は同じであること利用し

⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩ =
1

2
⟨0|
(
χ̂L(ξL∗ ) + χ̂L†(ξL∗ )

)(
χ̂R(ξR∗ ) + χ̂R†(ξR∗ )

)
|0⟩

=
1

2
⟨0|χ̂L(ξL∗ )χ̂R(ξR∗ ) + χ̂L†(ξL∗ )χ̂

R†(ξR∗ )|0⟩ (5.63)

と変形する。すると、同じ理由によって

⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩ = −⟨0|p̂L(ξL∗ )p̂R(ξR∗ )|0⟩ (5.64)

という関係を得る。
⟨0|q̂L(ξL∗ )p̂R(ξR∗ )|0⟩も同様に変形する。

⟨0|q̂L(ξL∗ )p̂R(ξR∗ )|0⟩ = −
i

2
⟨0|χ̂L(ξL∗ )χ̂R(ξR∗ )− χ̂L†(ξL∗ )χ̂R†(ξR∗ )|0⟩ (5.65)

Bogoliubov係数を使い

⟨0|q̂L(ξL∗ )p̂R(ξR∗ )|0⟩ = −
i

2

∫ ∞
0

dρdρ′
∫ ∞
−∞

dk
2
√
ρρ′ sinhπρ sinhπρ′

π2
Kiρ(mξ

L)Kiρ′(mξ
R)

× (αL∗kρβ
R∗
kρ′ − βLkραRkρ′) (5.66)

と書き換え、関係式 αLkρ = αR∗kρ , β
L
kρ = βR∗kρ を代入すると

⟨0|q̂L(ξL∗ )p̂R(ξR∗ )|0⟩ = 0 (5.67)

を得る。
同じ側にある正準量の期待値は、|0⟩には左右同数の粒子が存在するので、

⟨0|q̂i(ξi∗)|0⟩ = ⟨0|p̂i(ξi∗)|0⟩ = 0 (5.68)

を得る。また、⟨0|q̂i(ξi∗)p̂i(ξi∗)|0⟩については対称積を取ると

⟨0|1
2

(
q̂i(ξi∗)p̂

i(ξi∗) + p̂i(ξi∗)q̂
i(ξi∗)

)
|0⟩ = 0 (5.69)

となる。
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同じ側の２つ以上の正準量の期待値には同点の処理の問題を含む。これは無限自由度を
扱う場の量子論では必ず現れる問題で、調和振動子との対応で扱う際、議論が形式的にな
る理由である。そこで、同点を適当に処理（繰り込み）する。

⟨0|q̂i(ξi∗)q̂i(ξi∗)|0⟩ = ⟨0|p̂i(ξi∗)p̂i(ξi∗)|0⟩ = Ai(ξ
i
∗) (5.70)

これらの結果を (5.11)(5.12)(5.13)(5.14)に代入する。

M1 =

(
AL 0

0 AL

)
, M2 =

(
AR 0

0 AR

)
(5.71)

M12 =

(
I(ξL∗ , ξ

R
∗ ) 0

0 −I(ξL∗ , ξR∗ )

)
, M21 =

(
I(ξL∗ , ξ

R
∗ ) 0

0 −I(ξL∗ , ξR∗ )

)
(5.72)

∆(M) = A2
LA

2
R + I(ξL∗ , ξ

R
∗ )

4 − 2ALARI(ξ
L
∗ , ξ

R
∗ )

2 (5.73)

∆̃(M) = A2
L +A2

R + 2I(ξL∗ , ξ
R
∗ )

2 (5.74)

これらをネガティビティの公式 (5.15)

Ξ(ρ̂12) = max

 1

2
√
2

√
∆̃(M)−

√
∆̃(M)2 − 4∆(M)

− 1

2
, 0


に代入する。
Aiについては、各領域について独立に扱えること。そして、次節で計算される粒子分布
などから、原点近傍に於いては定数として扱えるであろうことから、以後、具体的には相
関 I(ξL∗ , ξ

R
∗ )の振る舞いを調べる。もし、この相関がゼロになれば、ネガティビティは

Ξ(ρ̂12) = max

(
1

2
√
2
√
A2
L +A2

R

− 1

2
, 0

)
(5.75)

となり各領域は独立な扱いとなるので、量子縺れはないと結論出来る。
I(ξL∗ , ξ

R
∗ )を具体的に計算し、

I(ξL∗ , ξ
R
∗ ) =

1

2

∫ ∞
0

dρdρ′
∫ ∞
−∞

dk
2
√
ρρ′ sinhπρ sinhπρ′

π2
Kiρ(mξ

L)Kiρ′(mξ
R)

× (αL∗kρβ
R∗
kρ′ + βLkρα

R
kρ′) (5.76)

に

αRkρ =
1√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − k
m

)iρ
αLkρ = αR∗kρ βRkρ = e−πραRkρ βLkρ = βR∗kρ

を代入する。そして、この積分を実行する。変数変換 k = m sinh θを行い、k積分を実行
した結果は、

⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩ =
∫ ∞
0

dρ
ρ

π2
Kiρ(mαe

ξR∗ )Kiρ(me
ξL∗ ) (5.77)
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である。これを数値積分した結果が図 5.5である。実際の計算にはmα = 1を採用した。

図 5.5 ⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩

F (ξL∗ , ξ
R
∗ )の振る舞い（図 5.1、図 5.2) と比較すると、ピークの幅は広がるが、原点か

ら離れると急激に減少する様子は同じである。幅が広がったため、数値積分の収束性は良
くなり、技術的な収束因子の導入は避けられた。
（図 5.5）により、原点からの距離が同じようなところの状態が強く量子縺れし、原点
から離れると急速に量子縺れの程度が弱まる様子が良く分かる。次の小節の結果との比較
のため強調する点がある。原点からの距離でピークの減少を見ると、近似的に量子縺れが
解けたとみなせる

(
I(ξR∗ , ξ

L
∗ ) ∼ 0

)
点は ξR∗ = ξL∗ = 0付近である。

5.4.2 平行移動と量子縺れ

節 3.2で説明したように、Rindler系に於いては原点からの距離を決めれば固有加速度も
決まる。しかし、Minkowski系では位置と固有加速度とは独立なものである。この自由度
の違いは、Rindler系の原点をMinkowski系のどの点に対応させるかの違いに起因する。
そこで、この違いに注目して解析を進める。

並進不変性

Minkowski系の原点を lだけ右に平行移動する。この移動に対し、Klein-Goldon方程式
の解

uk(x) =
e−iωkt+ikx√
(2π)2ωk

, ωk =
√
k2 +m2 (5.78)

は
uk(x) =

e−iωkt+ikx−ikl√
(2π)2ωk

(5.79)

と位相だけずれる。Rindler系の原点を、lずらしたMinkowski 系の原点に合わせれば、
Bogoliubov係数は

β′
i∗
kρ′ = e−iklβi∗kρ′ , α′

i
kρ′ = e−iklαikρ′ , i = R, L (5.80)
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と位相だけずれる。一方、Minkowski系の真空をRindler系の粒子描像で構成すると

|0⟩ = N exp

(∫
dρ dν ˆ̄a(ν)R†V RL

νρ
ˆ̄aL†(ρ)

)
|0̄⟩

V RL
νρ =

∫ ∞
−∞

dk(α−1)Rνkβ
L∗
kρ =

∫ ∞
−∞

dk(α′−1)Rνkβ
′L∗
kρ (5.81)

であった。(5.81)から分かるように位相のずれは相殺している。本来Rindler空間には平
行移動という操作がないことを考慮すると、(5.80)と (5.81)は、Minkowski系の真空が並
進対称性を持つことを示している。

原点の相違と量子縺れ

左にいる観測者と右にいる観測者は、Minkowski系の異なった点に原点を対応させた
Rindler系を各々用意することが出来る。右側領域にいる観測者が lだけ平行移動した点
を原点とした場合を図 5.6で示した。

�

図 5.6. Rindler空間の原点とMinkowski空間の点との対応が異なる２つの系。薄茶の部
分は相互に独立な領域。

図 5.6から分かるように、左 Rindler wedgeの左側の粒子描像と右 Rindler wedgeの
右側の粒子描像は独立である。しかし、右 Rindler wedgeの左側の粒子描像は左 Rindler

wedgeの右側の粒子描像とは独立でない。そこで、独立な領域における粒子描像の状態で
もMinkowski系の真空という合成された状態に於いては量子縺れを生じるはずである。し
かし、この量子縺れを第 5.3節で調べたような方法で直接みることは難しい。
そこで、Minkowski系の真空の並進対称性を利用し、Minkowski系の粒子描像による表
現を取るにあたり、左Rindler空間の左側の粒子描像は (5.78)と対応させ、右Rindlerの
右側の粒子描像は (5.79)を対応させる。これにより、 Bogoliubov係数は位相だけ異なる
もの (5.80)を使うこととなる。各量の定義は

ˆ̄qR(ξR∗ )
def
=

1√
2

(
ˆ̄χR(ξR) + ˆ̄χR†(ξR)

)
, ˆ̄pR(ξR)

def
= − i√

2

(
ˆ̄χR(ξR)− ˆ̄χR†(ξR)

)
(5.82)

ˆ̄χR†(ξR) =

∫ ∫ √
2ρ sinhπρ

π
K−iρ(mξ

R)
(
β′Rkρâ(k) + α′Rkρâ

†(k)
)
dρdk (5.83)

ˆ̄χR(ξR) =

∫ ∫ √
2ρ sinhπρ

π
Kiρ(mξ

R)
(
α′R∗kρ â(k) + β′R∗kρ â

†(k)
)
dρdk (5.84)
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である。これにより、

I(ξL∗ , ξ
R
∗ ; l) = ⟨0|q̂L(ξL∗ )ˆ̄qR(ξR∗ )|0⟩ =

1

2

∫ ∞
0

dρdρ′
∫ ∞
−∞

dk
2
√
ρρ′ sinhπρ sinhπρ′

π2

×Kiρ(mξ
L)Kiρ′(mξ

R)(αL∗kρβ
′R∗
kρ′ + βLkρα

′R
kρ′) (5.85)

を計算する。k積分を行うにあたり、変数変換 k = m sinh θを行う。

I(ξL∗ , ξ
R
∗ ; l) =

1

2

∫ ∞
0

dρdρ′
2
√
ρρ′ sinhπρ sinhπρ′

π2

Kiρ(mξ
L)Kiρ′(mξ

R)√
(1− e−2πρ1)(1− e−2πρ2)

×
∫ ∞
−∞

dθ

2π
(e−πρ1ei(ρ1−ρ2)θ + e−πρ2e−i(ρ1−ρ2)θ)e−iml sinh θ (5.86)

次に、変形第２種 Bessel関数の積分表示

Kν(x) =
1

2
e±

iπ
2 ν

∫ ∞
−∞

dte−ix sinh t±νt |(ℜν| < 1, x > 0)

2e−
iπ
2 νKν(x) =

∫ ∞
−∞

dteix sinh t+νt (5.87)

を用いると

I(ξL∗ , ξ
R
∗ ; l) =

2

π3

∫ ∞
−∞

dρ1dρ2
√
ρ1ρ2 coshπ(ρ1 − ρ2)Kiρ1(mξ

L)Kiρ2(mξ
R)Ki(ρ1−ρ2)(ml)

(5.88)

となる。
右側領域の観測者がRindler系の原点近傍で加速度運動する場合を考える。すなわち非
常に大きい固有加速度を持つ。そのとき、近傍 ξR ∼ 0となるので、変形第２種 Bessel関
数の性質より、Kiρ2(mξ

R)は ρ2 ∼ 0近傍でのみ値を持つ。そこで、(5.88)は

I(ξL∗ ; l∗) = ⟨0|q̂L(ξL∗ )ˆ̄qR(ξR∗ )|0⟩ ∼
2

π3
K0(mαe

ξR∗ )

∫ ∞
0

dρ
√
ρ coshπρKiρ(mαe

ξL∗ )Kiρ(mαe
l∗) (5.89)

と近似できる。この近似のもと、(l∗, ξ
L
∗ )との相対的相関を見る。l∗は l∗ = log l

α
である。

この数値積分は図 5.7となる。ただし、m = 1, α = 1を取った。
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L 

図 5.7 I(ξL∗ ; l∗) = ⟨0|q̂L(ξL∗ )ˆ̄qR(ξR∗ )|0⟩ ξRは原点近傍 (ξR ∼ 0)

この結果は近似的なものではある。第 5.4.1節で調べた ⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩における ξR∗
を l∗と対応させることにより、⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩と比較すると、ほぼ同じ傾向であるこ
とが分かる。しかし、⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩との違いは、(ξR∗ = 0, l∗ = 0)を超え相関が残
る点である。独立な粒子描像を採用しているので、この違いは量子縺れが長距離に及んで
いることを示している。物理的には、粒子描像は異なり、右側では非常に大きな固有加速
度を持っている。この点の反映であるか、(ξR∗ , ξ

L
∗ , l∗)の相関図を調べる必要がある。

5.5 参照基準系と量子縺れ
第 5.3節 および第 5.4節では、Rindler系を設定し、そこでの基本的粒子描像を使い、

Minkowski系の大局的に定義された真空 |0⟩の量子縺れの状況を調べた。まず、ξL∗ , ξR∗ を
固定し、そこでの基本的粒子描像 (χ̂i(ξi∗), χ̂

i†(ξi∗), i = L,R)が張る二つの Fock空間のう
ち、各々別の Fock空間に属する２つの状態ベクトル同士の量子縺れの様子を調べる。注
目した自由度以外は跡を取り消去する際、注目した自由度の状態は混合状態になる。その
ため、量子縺れの基準を混合状態に拡張し、その基準を表すのにネガティビティ(5.7)を導
入する。そして、この基準は正準量 (5.59)の相関

⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩ =
1

2
⟨0|χ̂L(ξL∗ )χ̂R(ξR∗ ) + χ̂L†(ξL∗ )χ̂

R†(ξR∗ )|0⟩ (5.90)

に帰着できる。しかし、正準量は場の量として理論にはない。そこで、場の量として相関
(5.62)を再考する。
Unruh効果は、場の理論としては、Wightman関数の表現とその解釈の変更にすぎない

[10]。これに物理的意味を与えるのは座標系の選択と局在的観測との関係である。古典的
な意味では、観測装置が等速運動しているのか、加速運動しているのかといった状況に対
し座標系は設定される。そこで、観測装置を設置する座標系を参照基準系と呼ぶ。真空 |0⟩
の量子縺れの空間的構造を調べるのに、一つの空間的超平面上の離れた二つの粒子描像に
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注目する。すなわち因果関係のない独立な二つの観測が前提となり、参照基準系は独立に
二つ選ぶ。一方、量子場 ϕ̂(x)の粒子描像による展開は座標系ごとに決まるが、量子場の
真空期待値としてのWightman関数は同じで、表現する変数が変わるだけである [28]。そ
こで、このWightman関数から物理的に興味のある部分、即ちこの節では正準量の相関を
観測装置により抜き出し、物理的意味を与えることが重要である。
そこで、観測装置を導入するが、基本的粒子を検出するものを想定し検出器と呼ぶ。参照
基準系を決める検出器系（観測装置）を説明する。第 5.3節、第 5.4節で議論の対象としてき
た場を対象場 ϕ̂(x)と呼び導入する。その他に、直接観測する場を検出器場 ϕ̂di (x) (i = L,R)

と呼び、原点に対し左側と右側に対応させるため独立に２つ導入する。ただし、検出器場
は対象場同様全空間に対し定義された普通の場である。検出器場 ϕ̂di (x)と対象場 ϕ̂(x)と
は、共変的な相互作用項 (V̂i)を通し結合する。

V̂i =

∫ ∞
−∞

dx : ϕ̂di (x)ϕ̂
d
i (x) : ϕ̂(x) (5.91)

積分
∫
dxは超平面 Σ上である。ここでの正規積 : · · · :は後ほど説明する。また、V̂iは観

測量としての資格がある。
密度演算子 ρ̂LRを

|ψLR⟩
def
= |0⟩ ⊗ |xL∗ ⟩dL ⊗ |xR∗ ⟩dR , ρ̂LR

def
= |ψLR⟩⟨ψLR| (5.92)

と導入し、I(ξL∗ , ξR∗ )に対応した相関関数 I(xL∗ , xR∗ )を

I(xL∗ , xR∗ )
def
= Tr

(
V̂LV̂R ρ̂LR

)
(5.93)

と定義する。状態ベクトル |xR∗ ⟩dR , |xL∗ ⟩dL はMinkowski系でのNewton-Wigner 粒子の位
置を表す状態ベクトルか、Rindler系で局在化した粒子の位置を表す状態ベクトルか選択
できる。
観測者が準備できるのは密度演算子 ρ̂LRである。対象場 ϕ̂(x)の状態はMinkowski系の
真空 |0⟩である。この状態 |0⟩の観測者の状況によるみえ方の変化を調べ、物理的意味の
ある量を取り出すのが目的である。
検出器場 ϕ̂di (x)は独立な２つの場を想定しているので、これら場の状態ベクトル |xL∗ ⟩dL ,
|xR∗ ⟩dR はMinkowski系であったり、Rindler系であったりその都度独立に選ぶことが出来
る。そこで、発散を処理する正規積 (: · · · :)も変わる。直接制御するのはこの検出器場の
状態である。観測者は等固有加速度運動しているときはRindler系に、等速運動している
ときはMinkowski系を採用する。そのイメージ図は図 5.8である。
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図 5.8. 左右領域に１つずつ独立な検出器を持ち込み、相関を調べることによりMinkowski

系の真空の構造をみる。赤点は |xL∗ ⟩dL , |xR∗ ⟩dR で指定する場所。

5.5.1 Minkowski系ーMinkowski系

Minkowski系―Minkowski系の場合は、検出器場の状態はNewton-Wigner粒子の局所
状態 |x⟩dR , |x′⟩dL を準備する。Minkowski系なので、検出器場の正規積は通常のものを採
用する。そこで、検出器場に関する期待値は

hd(x, y)
def
= dR⟨x| : ϕ̂dR(y)ϕ̂dR(y) : |x⟩dR (5.94)

である。図の説明のため
m̂d
i (x)

def
=: ϕ̂di (x)ϕ̂

d
i (x) : (5.95)

と略記する。
具体的に計算を実行すると、

hd(x, y) =2

∫ ∞
−∞

dk1dk2
d⟨x|a†k1u

∗
k1(y)ak2uk2(y)|x⟩d

=2

∫ ∞
−∞

dk1dk2

∫ ∞
−∞

dy1dy2D
∗
k1
(y, y1)Dk2(y, y2)

× d⟨x|χ†(y1)χ(y2)|x⟩d

=2

∫ ∞
−∞

dk1dk2D
∗
k1
(y, x)Dk2(y, x)

=2

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

dk
ei(x−y)k

2π
√
2ωk

∣∣∣∣2
=2

∣∣∣∣ 1√
2π

∫ ∞
0

dk
cos |x− y|k
(k2 +m2)

1
4

∣∣∣∣2 (5.96)

となる。ただし、
Dk(x, y) =

eik(y−x)√
(2π)22ωk

, ωk =
√
k2 +m2 (5.97)
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である。Re ν > −1, Re z > 0として、変形第 2種 Bessel関数の積分表示 [40][43]

Kν(z) =
Γ(ν + 1

2
)(2z)ν

√
π

∫ ∞
0

dk
cos t

(k2 + z2)ν+
1
2

� 1√
2π

∫ ∞
0

dk
cos |r|k

(k2 +m2)
1
4

=
m

1
4K 1

4
(m|r|)

(2|r|) 1
4

√
π Γ(1

4
)

(5.98)

から2

hd(x, y) = 2

∣∣∣∣ m 1
4K 1

4
(m|x− y|)

(2|x− y|) 1
4

√
π Γ( 1

4
)

∣∣∣∣2 (5.99)

と求まる。(5.99)を図示したものは図 5.9である。変数 xに関し右側領域は x > 0である。
同様に左側領域は x < 0である。

図 5.9 参照基準系をMinkowski系とした場合の検出器系の m̂d
i (y)の期待値 hd(x, y)。

図 5.9より分かるように、x ∼ yで非常に大きな値を持つ。そこで、(5.91)の積分は、値
xのところで置き換える近似が可能である。また、x ∼ yのピークは減少することなく続
く。これらの性質は検出器として十分なものである。
そこで、対象場のMinkowski系におけるWightman関数を通して、位置相関を調べる
ことにする。このとき、対象系に現れるWightman関数は

⟨0|ϕ(x)ϕ(y)|0⟩ =
∫ ∞
−∞

dk uk(x)u
∗
k(y)

=

∫ ∞
−∞

dk

4πωk
ei(x−y)k

=
1

2π
K0(mr) (r = |x− y|) (5.100)

である。そこで、相関は

I(x, y) ∝ 1

2π
K0(mr) (r = |x− y|) (5.101)

2Kν(z) = K−ν(z) ν ̸= (整数)を使用。
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となるので、I(x, y)に、左右領域で同じ距離にあるとき大きな値を持つといったような相
関は見られない。また、左右独立な粒子描像を使用していないので量子縺れとは関係のな
い量となっている。

5.5.2 Minkowski系ーRindler系

左側領域の観測者がMinkowski系、右側領域の観測者がRindler系にいる場合を考える。
観測者が用意できる状態は、対象場のMinkowski系の真空 |0⟩、Minkowski系のNewton-

Wigner粒子が位置 xに局在化した状態 |x⟩dL、Rindler系での粒子の局在化状態 |ξR∗ ⟩dR で
ある。観測者の立ち位置で相互作用項の展開は決まる。

I(ξR∗ , x) =
∫ ∞
−∞

dξR∗1 dy
dR⟨ξR∗ | : ϕ̂dR(ξR∗1)ϕ̂dR(ξR∗1) : |ξR∗ ⟩dR × dL⟨x| : ϕ̂dL(y)ϕ̂dL(y) : |x⟩dL

× ⟨0|ϕ̂(y)ϕ̂(ξR∗1)|0⟩ (5.102)

検出器系と対象系に分けて計算する。まず、Rindler系の検出器系を hd(ξR∗ , ξ
R
∗1)と記し

て、具体的計算をすると

hd(ξR∗ , ξ
R
∗1) = 2

∫ ∞
0

dρ1dρ2
dR⟨ξR∗ |ˆ̄aR†(ρ1)uR∗ρ1 (ξ

′R
∗ )ˆ̄a

R(ρ2)ū
R
ρ2
(ξ′

R
∗ )|ξR∗ ⟩dR

= 2

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dξR∗1dξ
R
∗2
dR⟨ξR∗ |χ̂R†(ξR∗1)χ̂R(ξR∗2)|ξR∗ ⟩dR

×D∗ρ1(ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1)Dρ2(ξ

′R
∗ , ξ

R
∗2)

= 2

∫ ∞
0

dρ1dρ2D
∗
ρ1
(ξ′

R
∗ , ξ

R
∗ )Dρ2(ξ

′R
∗ , ξ

R
∗ ) (5.103)

となる。(5.103)の数値的結果3は図 5.10となる。

図 5.10. 参照基準系をRindler系とした場合の検出器系の m̂R(ξ
R
∗1)の期待値 hd(ξR∗ , ξ

R
∗1)。

3β = m = α = 1
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図 5.10から ξR∗ ∼ ξ′
R
∗ で期待値は大きな値を持つことが分かる。そこで、ξR∗ を決めると

ξR∗1が決まる。また、原点から離れるある点まで一定値であるが、その先急激に減少する。
しかし、相関関数の場合と違い、0点を超え遠くまで値を持つ。相関関数を調べるには十
分な性質である。
次に、Minkowski系の検出器系を hd(x, y)書き、既に計算した結果を示すと

hd(x, y) = dL⟨x| : ϕ̂dL(y)ϕdL(y) : |x⟩dL

=2

∣∣∣∣ m 1
4K 1

4
(m|x− y|)

(2|x− y|) 1
4

√
π Γ( 1

4
)

∣∣∣∣2 (5.104)

である。このとき、観測者が左側領域にいるので、x < 0となることに注意する。hd(x, y)
を図示したのが図 5.9である。すでに述べたように、相関を調べるのに十分な性質を持つ。
続いて、対象系の部分を計算する。検出器の部分の最大値を持つ近傍で積分を置き換え
る近似を取る。そこで、

hϕ(ξR∗1, y)
def
= ⟨0|ϕ̂(ξR∗1)ϕ̂(y)|0⟩ (5.105)

とすると、相関は
I(ξR∗1, y) ∝ hϕ(ξR∗1, y) (5.106)

と近似できる。ϕ̂(ξR∗1)はRindler系の右側領域の解で展開する。検出器用に用意した状態
のため、左側領域の解は拾えない。その後、Minkowski系へBogoliubov変換をする。ϕ̂(y)
はMinkowski系の解で展開する。そのため、全領域に及ぶものである。しかし、主要部は
左側領域からの寄与でる。必要となる Bogoliubov変換式は

āRρ =

∫ ∞
−∞

dk(αR∗kρ ak + βR∗kρ a
†
k) āR†ρ =

∫ ∞
−∞

dk(βRkρak + αRkρa
†
k) (5.107)

αRkρ =
1√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − k
m

)iρ
βRkρ = e−πραRkρ (5.108)

であり、hϕ(ξR∗1, y)は

hϕ(ξR∗1, y) =

∫ ∞
0

dρ

∫ ∞
−∞

dk dk1⟨0|
(
ūRρ (ξ

R
∗1)α

R∗
k1ρ
ak1 + ūR∗ρ (ξR∗1)β

R
k1ρ
ak1
)
a†kuk(y)|0⟩

=

∫ ∞
0

dρ

∫ ∞
−∞

dk uk(y)
(
ūRρ (ξ

R
∗1)α

R∗
kρ + ūR∗ρ (ξR∗1)β

R
kρ

)
(5.109)

となる。1と 2項目に分けて計算するので

hϕ1 (ξ
R
∗1, y)

def
=

∫ ∞
0

dρ

∫ ∞
−∞

dk uk(y)ū
R
ρ (ξ

R
∗1)α

R∗
kρ (5.110)

hϕ2 (ξ
R
∗1, y)

def
=

∫ ∞
0

dρ

∫ ∞
−∞

dk uk(y)ū
R∗
ρ (ξR∗1)β

R
kρ (5.111)

と定義する。まず、k = m sinh θと変数変換し、変形第 2種 Bessel関数の積分表示∫ ∞
−∞

dθei(my sinh θ+ρθ) = 2e−
πρ
2 Kiρ(my) (5.112)∫ ∞

−∞
dθei(−my sinh θ+ρθ) = 2e

πρ
2 Kiρ(my) (5.113)
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を用いる。今、Minkowski系の検出器を左側領域に置いているので y < 0となる。そこで
−|y|として計算すると

hϕ1 (ξ
R
∗1, y) =

1√
2π2

∫ ∞
0

dρ eπρKiρ(mαe
ξR∗1)Kiρ(m|y|) (5.114)

hϕ2 (ξ
R
∗1, y) =

1√
2π2

∫ ∞
0

dρ e−πρKiρ(mαe
ξR∗1)Kiρ(m|y|) (5.115)

となる。左右領域共にRindler系の検出器を用いた場合と比較するため、yを ξ∗変数表示
にかえ |y| = αey∗ とする。すると hϕ(ξR∗1, y∗)は

hϕ(ξR∗1, y∗) =h
ϕ
1 (ξ

R
∗1, y∗) + hϕ2 (ξ

R
∗1, y∗)

=

√
2

π2

∫ ∞
0

dρKiρ(mαe
ξR∗1)Kiρ(mαe

y∗) coshπρ

=
1√
2π
K0(mα|eξ

R
∗1 − ey∗ |) (5.116)

となる。この数値的結果は図 5.11である。

図 5.11. 参照基準系として Minkowski 系-Rindler 系を取った場合の対象系の相関
hϕ(ξR∗ , y∗)

(
∝ I(ξR∗1, y)

)
。

図 5.11から、なだらかながらも ξR∗1 ∼ y∗にピークを持つことが分かる。この相関を以っ
て、量子縺れがあったと結論できない。なぜなら、構成要素である各粒子描像は独立では
ない。詳細は小節 5.5.4で見る。この痕跡は、ξR∗1 > 0, y∗ > 0の領域にも相関が残ること
に見て取れる。これは前節 5.4での正準量間の相関にはない特徴である。

5.5.3 Rindler系ーRindler系

5.5.2節のMinkowski系での |x⟩dR をRindler系での |ξR∗ ⟩dR へ変更し

I(ξR∗ , ξL∗ ) = dL⟨ξL∗ | ⊗ dR⟨ξR∗ | ⊗ ⟨0|V̂LV̂R|0⟩ ⊗ |ξL∗ ⟩dL ⊗ |ξR∗ ⟩dR (5.117)

V̂ =

∫ ∞
−∞

dx : ϕ̂di (x)ϕ̂
d
i (x) : ϕ̂(x) (5.118)
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とする。まず、各項を分離して

I(ξR∗ , ξL∗ ) =
∫ ∞
−∞

dξR∗1 dξ
L
∗2
dL⟨ξL∗ | : ϕ̂dL(ξL∗2)ϕ̂dL(ξL∗2) : |ξL∗ ⟩dL

× ⟨0|ϕ̂(ξL∗2)ϕ̂(ξR∗1)|0⟩ × dR⟨ξR∗ | : ϕ̂dR(ξR∗1)ϕ̂dR(ξR∗1) : |ξR∗ ⟩dR (5.119)

と書き、検出器系の部分を各々hdR(ξR∗ , ξR∗1), hdL(ξL∗ , ξL∗2))と定義する。

hdR(ξR∗ , ξ
R
∗1)

def
= ⟨ξR∗ | : ϕd(ξR∗1)ϕd(ξR∗1) : |ξR∗ ⟩ (5.120)

hdL(ξL∗ , ξ
L
∗2)

def
= ⟨ξL∗ | : ϕd(ξL∗2)ϕd(ξL∗2) : |ξL∗ ⟩ (5.121)

hdR(ξR∗ , ξ
R
∗1)はすでに計算済みで、結果は (5.103)で、数値計算した結果は図 5.10である。

hdL(ξL∗ , ξ
L
∗2)も同様にでき、結果は ξ∗Rを ξL∗ に読み替えるだけで良い。

続いて、対象系を hϕ(ξL∗2, ξ
R
∗1)と定義する。

hϕ(ξL∗2, ξ
R
∗1)

def
= ⟨0|ϕ̂(ξL∗2)ϕ̂(ξR∗1)|0⟩ (5.122)

これにより、相関は
I(ξR∗ , ξL∗ ) ∝ hϕ(ξL∗2, ξR∗1) (5.123)

と近似できる。対象場はRindler系で展開する。その後、生成、消滅演算子に対しBogoliubov

変換をし、Minkowski系で扱う。必要となる Bogoliubov変換式は

āR(L)
ρ =

∫ ∞
−∞

dk(α
R(L)∗
kρ ak + β

R(L)∗
kρ a†k) (5.124)

āR(L)†
ρ =

∫ ∞
−∞

dk(β
R(L)
kρ ak + α

R(L)
kρ a†k) (5.125)

であり、hϕ(ξL∗2, ξR∗1)は

hϕ(ξL∗2, ξ
R
∗1) =

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dk1dk2⟨0|
(
αL∗k2ρ2ak2 ū

L
ρ2
(ξL∗2) + βLk2ρ2ak2 ū

L∗
ρ2
(ξL∗2)

)
×
(
βR∗k1ρ1a

†
k1
ūRρ1(ξ

R
∗1) + αRk1ρ1a

†
k1
ūR∗ρ1 (ξ

R
∗1)
)
|0⟩

=

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dk
(
αL∗kρ2β

R∗
kρ1
ūLρ2(ξ

L
∗2)ū

R
ρ1
(ξR∗1) + αL∗kρ2α

R
kρ1
ūLρ2(ξ

L
∗2)ū

R∗
ρ1
(ξR∗1)

+ βLkρ2β
R∗
kρ1
ūL∗ρ2 (ξ

L
∗2)ū

R
ρ1
(ξR∗1) + βLkρ2α

R
kρ1
ūL∗ρ2 (ξ

L
∗2)ū

R∗
ρ1
(ξR∗1)

)
(5.126)

となる。Bogoliubov係数とこれが満たす関係式は

αRkρ =
1√

2πωk(1− e−2πρ)

(
ωk − k
m

)iρ
(5.127)

αLkρ = αR∗kρ βRkρ = e−πραRkρ βLkρ = βR∗kρ (5.128)
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であり、この関係式から、(5.126)の 1と 4項目および 2と 3項目が等しい値を持つことが
分かる。1項目を hϕ1 (ξ

L
∗2, ξ

R
∗1)と定義して計算すると

hϕ1 (ξ
L
∗2, ξ

R
∗1)

def
=

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dkαL∗kρ2β
R∗
kρ1
ūLρ2(ξ

L
∗2)ū

R
ρ1
(ξR∗1)

=

∫ ∞
0

dρ1dρ2
e−πρ
√
sinhπρ1 sinhπρ1

π2
√

(1− e−2πρ1)(1− e−2πρ2)

×Kiρ1(mαe
ξR∗1)Kiρ2(mαe

ξL∗2)

∫ ∞
−∞

dk

2πωk

(
ωk − k
m

)−i(ρ1−ρ2)
(5.129)

となる。変数変換 k = m sinh θを行い、θ, ρ2積分を実行すると

hϕ1 (ξ
L
∗2, ξ

R
∗1) =

1

π2

∫ ∞
0

dρ Kiρ(mαe
ξR1∗)Kiρ(mαe

ξL2∗) (5.130)

となる。2と 3項目も同様に計算ができる。以上まとめると

hϕ(ξL∗2, ξ
R
∗1) =

2

π2

∫ ∞
0

dρKiρ(mαe
ξR∗1)Kiρ(mαe

ξL∗2) (5.131)

となる。これを数値的に積分4した結果は図 5.12である。

図 5.12. 参照基準系としてRindler系-Rindler系を取った場合の対象系の相関hϕ(ξR∗ , ξ
L
∗ )
(
∝

I(ξR∗ , ξL∗ )
)
。

図 5.11と図 5.12の比較から、Rindler系の検出器場が左側領域又は右側領域の一方に
あれば、相関を示すことが分かる。しかし、2つの場合の顕著な違いは相関が消える点で
ある。Rindler系ーRindler系では (ξR∗ > 0, ξ∗L > 0)の領域まで相関は延びていない。一
方Minkowski系ーRindler系では (ξR∗ > 0, y∗ > 0)の領域まで相関は延びている。これは
Minkowski系での粒子描像の定義が大局的であることの痕跡である。詳細は次の小節 5.5.4

で見る。　

4β = m = α = 1計算を行った。
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5.5.4 基本的粒子描像での比較と量子縺れ

今までの議論では、場の定義などには Rindler系での基本的粒子描像が使われている。
しかし、定義された後は、構造を調べる対象がMinkowski系の真空 |0⟩であるため、数値
計算上便利なMinkowski系の粒子描像で計算している。そこで、Rindler系の基本的粒子
描像を使い各領域の寄与を明確にする必要がある。
そこで、基本的構成要素としてきた、Rindler系の粒子描像で各相関の式を書き下すこ
とにする。これにより、Rindler系ーMinkowski系と Rindler系ー Rindler系の違いが鮮
明になる。
2つの検出器を用いた場合の比較の際用いた、(5.105)と (5.122)に注目し、Rindler系
の左右領域の基本的粒子描像で â†(k)を書き直す。â†(k)はRindler系での粒子描像では

â†(k) =

∫ ∞
0

dρ(ˆ̄aR†(ρ)αR∗kρ + ˆ̄aL†(ρ)αL∗kρ − ˆ̄aR(ρ)βRkρ − ˆ̄aL(ρ)βLkρ) (5.132)

となる。基本的粒子描像に変換すると

ˆ̄aR(ρ) =

√
2ρ sinhπρ

π

∫ ∞
−∞

dξR∗ χ̂
R(ξR∗ )Kiρ(mαe

ξR∗ ) (5.133)

ˆ̄aR†(ρ) =

√
2ρ sinhπρ

π

∫ ∞
−∞

dξR∗ χ̂
R†(ξR∗ )Kiρ(mαe

ξR∗ ) (5.134)

である。
まず、(5.105)を取り上げ変換すと

I(ξR∗1, y) ∝ hϕ(ξR∗1, y) =
∫ ∞
0

dρ1 dρ2

∫ ∞
−∞

dku∗k(y)

× ⟨0|
(
ˆ̄aR(ρ1)ūRρ1(ξ

R
∗1)ˆ̄a

R†(ρ2)αR∗kρ2 − ˆ̄aR(ρ1)ūRρ1(ξ
R
∗1)ˆ̄a

L(ρ2)βLkρ2

+ ˆ̄aR†(ρ1)ūR∗ρ1 (ξ
R
∗1)ˆ̄a

L†(ρ2)αL∗kρ2 − ˆ̄aR†(ρ1)ūR∗ρ1 (ξ
R
∗1)ˆ̄a

R(ρ2)βRkρ2

)
|0⟩

=

∫ ∞
0

dρ1 dρ2

∫ ∞
−∞

dξR∗2

∫ ∞
−∞

dk
2
√
ρ1ρ2 sinhπρ1 sinhπρ2

π2
Kiρ1

(
mαeξ

R
∗2
)
u∗k(y)

× ⟨0|
(∫ ∞
−∞

dξR∗3χ̂
R(ξR∗2)χ̂

R†(ξR∗3)ū
R
ρ1(ξ

R
∗1)α

R∗
kρ2Kiρ2

(
mαeξ

R
∗3
)

−
∫ ∞
−∞

dξL∗1χ̂
R(ξR∗2)χ̂

L(ξL∗1)ū
R
ρ1(ξ

R
∗1)β

L
kρ2Kiρ2

(
mαeξ

L
∗1
)

+

∫ ∞
−∞

dξL∗1χ̂
R†(ξR∗2)χ̂

L†(ξL∗1)ū
R∗
ρ1 (ξ

R
∗1)α

L∗
kρ2Kiρ2

(
mαeξ

L
∗1
)

−
∫ ∞
−∞

dξR∗3χ̂
R†(ξR∗2)χ̂

R(ξR∗3)ū
R∗
ρ1 (ξ

R
∗1)β

R
kρ2Kiρ2

(
mαeξ

R
∗3
))
|0⟩ (5.135)

となる。
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続いて (5.122)を変換する。結果は

I(ξR∗1, ξL∗2) ∝ hϕ(ξR∗1, ξL∗2) =∫ ∞
0

dρ1dρ2⟨0|
(
ˆ̄aL(ρ1)ˆ̄aR(ρ2)ūLρ1(ξ

L
∗2)ū

R
ρ2(ξ

R
∗1)+

ˆ̄aL†(ρ1)ˆ̄aR†(ρ2)ūL∗ρ1 (ξ
L
∗2)ū

R∗
ρ2 (ξ

R
∗1)
)
|0⟩

=

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dξL∗3dξ
R
∗2
2
√
ρ1ρ2 sinhπρ1 sinhπρ2

π2
Kiρ1(mαe

ξL∗3)Kiρ2(mαe
ξR∗2)

× ⟨0|
(
χ̂L(ξL∗3)χ̂

R(ξR∗2)ū
L
ρ1(ξ

L
∗2)ū

R
ρ2(ξ

R
∗1) + χ̂L†(ξL∗3)χ̂

R†(ξR∗2)ū
L∗
ρ1 (ξ

L
∗2)ū

R∗
ρ2 (ξ

R
∗1)
)
|0⟩ (5.136)

である。(5.135)と (5.136)を比較すると、両者のRindler系の左右領域からの寄与が確認
できる。その違いは、Rindler系ーMinkowski系である (5.135)に、χ̂Lχ̂†L, χ̂Rχ̂†Rといっ
た項が存在し、一方 (5.136)には存在しなく、χ̂Lχ̂R, χ̂†Lχ̂†Rのみである。量子縺れの一つ
の判定基準であったネガティビティにおいて、ネガティビティを決定する相関関数 (5.63)

にも、χ̂Lχ̂†L, χ̂Rχ̂†Rといった項は存在しない。すなわち、Rindler系ーRindler系におい
ては、非常にうまく量子縺れの情報が導き出せていると考えられる。一方、Rindler系ー
Minkowski系では、因果的には一見独立な粒子描像にみえるが、独立でなく相互に関係が
残っていると考えられる。そのため量子縺れの相関とは言いえない。

5.6 遷移振幅でみる相関
真空の量子縺れの空間的構造には、２粒子の位置の変化に関する相対的確率振幅 (5.46)

の空間的構造 (図 5.1)(図 5.2)が強く反映している。そこで、この２粒子相関についても座
標系の選択を反映する検出器場を導入し、遷移振幅としてその構造を見直しておく。
検出器場 ϕ̂d(x)によって対象場 ϕ̂(x)のMinkowski系の真空 |0⟩が撹乱される場合を考
える。相互作用項は第 5.5節で用いた

V̂=

∫ ∞
−∞

dx : ϕ̂d(x)ϕ̂d(x) : ϕ̂(x) (5.137)

を想定する。初期状態は
|0⟩ ⊗ |xdR∗ ⟩dR (5.138)

とする。すなわち、撹乱は右側領域で行う。そのとき、左側領域に Rindler系の粒子を 1

個発見できる遷移振幅 A(xdR∗ , ξL∗ )を計算し、(xdR∗ , ξ
L
∗ )の相関をみる。これを計算するに

あたり、瞬間近似を取る。この近似は、Minkowski系にしてもRindler系にしても局在状
態は時間とともに瞬時に拡散するためである。また、この相関には、第 5.3節同様、真空
の規格化定数の問題がある。そのため、遷移振幅には、(xdR∗ , ξ

L
∗ )の変化に関しての相対的

意味しかない。
まず、瞬間近似での遷移振幅を∑

ψR

⟨ψR| ⊗ ⟨ξL∗ | ⊗ dR⟨xR∗ |e−i∆T V̂ |0⟩ ∼ −i∆TA(xdR∗ , ξL∗ ) (5.139)
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と導入する。
∑

ψR は、右領域では可能な状態すべた加えるという意味である。A(xdR∗ , ξL∗ )
は

A(xdR∗ , ξL∗ )
def
=
∑
ψR

⟨ψR| ⊗ ⟨ξL∗ | ⊗ dR⟨xR∗ |V̂ |xR∗ ⟩dR ⊗ |0⟩ϕ (5.140)

=
∑
ψR

∫ ∞
−∞

dx dR⟨xR∗ | : ϕd(x)ϕd(x) : |xR∗ ⟩dR × ⟨ψR| ⊗ ⟨ξL∗ |ϕ̂(x)|0⟩ (5.141)

である。dR⟨xR∗ | : ϕd(x)ϕd(x) : |xR∗ ⟩dRについては、Minkowski系、Rindler系ともに、前節
で計算済みである。本小節では、結果が鮮明であろうRindler系を参照基準系として選ぶ。
すなわち、(5.141)の |xR∗ ⟩dR はRindler系での粒子の局在化状態 |ξR∗ ⟩dR となる。相互作用
項の対象場は検出器場に合わせ右側領域に制限されるので、左側領域部分は拾わない。
検出器系を hd(ξR∗ , ξ

′R
∗ )とし、対象場系を gϕ(x, ξL∗ )と書き

gϕ(x, ξL∗ )
def
=
∑
ψR

⟨ψR| ⊗ ⟨ξL∗ |ϕ̂(x)|0⟩ (5.142)

と定義する。具体的に、gϕ(x, ξL∗ )を計算する。このとき, すでに示した hd(ξR∗ , ξ
′R
∗ )の性質

から x ∼ ξ′R∗ と近似するので、相互作用項の対象場は Rindler系の右側の解だけで展開す
れば十分である。これにより ⟨ψR|は制限され

gϕ(ξ′
R
∗ , ξ

L
∗ ) =

∑
ψR

⟨ψR| ⊗ ⟨ξL∗ |ϕ̂(ξ′
R
∗ )|0⟩

=
(
⟨0̄|+

∫ ∞
−∞

dξR∗1 dξ
R
∗2⟨ξR∗1, ξR∗2|

)
⊗ ⟨ξL∗ |ϕ̂(ξ′

R
∗ )|0⟩

def
= gϕ0 (ξ

′R
∗ , ξ

L
∗ ) + gϕ2 (ξ

′R
∗ , ξ

L
∗ ) (5.143)

となる。ここで gϕ0 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ ), g

ϕ
2 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ )は

gϕ0 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ )

def
= ϕ⟨0̄R| ⊗ ϕ⟨ξL∗ |ϕϕ(ξ′

R
∗ )|0⟩ϕ (5.144)

gϕ2 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ )

def
=

∫ ∞
−∞

dξR∗1dξ
R
∗2

ϕ⟨ξR∗1, ξR∗2| ⊗ ϕ⟨ξL∗ |ϕϕ(ξ′
R
∗ )|0⟩ϕ (5.145)

である。gϕ0 (ξ′
R
∗ , ξ

L
∗ )は、右側はRindler系の粒子描像での真空である相対的確率振幅を表

す。gϕ0 (ξ′
R
∗ , ξ

L
∗ )をD関数で書くと

gϕ0 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ ) = N

∫ ∞
0

dρ1dρ2 e
−πρ2ϕ⟨0̄|χL(ξL∗ )āRρ1 ū

R
ρ1
(ξ′

R
∗ )ā

R†
ρ2
āL†ρ2 |0̄⟩

ϕ

= N

∫ ∞
0

dρ1dρ2 e
−πρ2

∫ ∞
−∞

dξR∗1dξ
R
∗2dξ

R
∗3Dρ1(ξ

′R
∗ , ξ

R
∗1)D

∗
ρ2
(ξR∗2)D

∗
ρ2
(ξL∗3)

× ϕ⟨0̄|χL(ξL∗ )χR(ξR∗1)χR†(ξR∗2)χL†(ξL∗2)|0̄⟩ϕ

= N

∫ ∞
−∞

dξR∗1

∫ ∞
0

dρ1Dρ1(ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1)

∫ ∞
0

dρ2 e
−πρ2D∗ρ2(ξ

R
∗1)D

∗
ρ2
(ξL∗ )

= N

∫ ∞
0

dξR∗1 ḡ
ϕ
0 (ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1) g̃

ϕ
0 (ξ

R
∗1, ξ

L
∗ ) (5.146)
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である。N はMinkowski系の真空に関する規格化定数で明確には定義できない。ここで
の ḡϕ0 (ξ

′R
∗ , ξ

R
∗1)と g̃ϕ0 (ξ

R
∗1, ξ

L
∗ )の定義は

ḡϕ0 (ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1)

def
=

∫ ∞
0

dρ Dρ(ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1) (5.147)

g̃ϕ0 (ξ
R
∗1, ξ

L
∗ )

def
=

∫ ∞
0

dρ e−πρD∗ρ(ξ
R
∗1)D

∗
ρ(ξ

L
∗ ) (5.148)

である。(5.147),(5.148)の数値積分5を図 5.13、図 5.14に示す。

図 5.13. 参照基準系をRindler系にとった場合の対象系の相関を示す確率振幅 ḡϕ0 (ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1)。

図 5.14. 参照基準系をRindler系にとった場合の対象系の相関を示す確率振幅 g̃ϕ0 (ξ
R
∗1, ξ

L
∗ )。

結果は、図 5.13、図 5.14の積としてみなくてはならい。そこで、図 5.13の性質より、
gϕ0 (ξ

′R
∗ , ξ

L
∗ )は ξ′R∗ ∼ ξL∗ で大きな値を持つ。一方、領域 (ξ′R∗ > 0, ξL∗ > 0)への伝搬は、

図 5.14の性質より抑えられる。これらの性質は、前節でのRindler系ーRindler系の相関
I(ξR∗ , ξL∗ )と同じである。

5β = m = α = 1で計算を行った。
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同様に、右側に Rindler系の粒子が２個存在する相対的確率振幅 gϕ2 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ )も D関数

で書くと

gϕ2 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ ) =N

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dξR∗1dξ
R
∗2dξ

R
∗3dξ

R
∗4dξ

L
∗5 e

−πρ2

× ⟨0̄|χR(ξR∗1)χR(ξR∗2)χR†(ξR∗3)χR†(ξR∗4)χL(ξL∗ )χL†(ξL∗5)|0̄⟩

=N

∫ ∞
0

dρ1dρ2

∫ ∞
−∞

dξR∗1dξ
R
∗2 e

−πρ2

×
(
Dρ1(ξ

′R
∗ , ξ

R
∗1)D

∗
ρ2
(ξR∗2)D

∗
ρ2
(ξL∗ ) +Dρ1(ξ

′R
∗ , ξ

R
∗2)D

∗
ρ2
(ξR∗1)D

∗
ρ2
(ξL∗ )

)
(5.149)

となる。これより、Dρ1(ξ
′R
∗ , ξ

R
∗1(2))で閉じており、(ξ′R∗ , ξ

L
∗ )との相関を持つことはないこ

とが分かるので (ξR∗ , ξ
L
∗ )との相関はない。

以上より、g(ξR∗ , ξL∗ )において相関を示す部分を ḡ(ξR∗ , ξ
L
∗ )と書くと

ḡ(ξR∗ , ξ
L
∗ )

def
=

∫ ∞
−∞

dξ′
R
∗ g

d(ξR∗ , ξ
′R
∗ )g

ϕ
0 (ξ
′R
∗ , ξ

L
∗ ) (5.150)

である。これより、意味のある部分を検出器を通し導き出すことはできたが、結果は非常
に緩慢になる。
検出器系をMinkowski系のNewton-Wigner粒子の局在化状態で考えた場合は、終状態
がより複雑となり、検出器系との相関を見ることはより困難となる。
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第6章 結語

純粋状態の場合、量子縺れとは合成系の状態ベクトルが構成要素の状態ベクトルの直積と
ならない状況をいう。本稿において、混合状態に拡張した量子縺れの基準を使い、Unruh

効果における相対論的量子縺れの空間的構造を調べた。
基本的構成要素はRindler空間の各Rindler wedge の粒子描像（生成、消滅演算子とそ
れによって構成される Fock空間）である。合成系の状態ベクトルは、Minkowski空間の
真空であり、この状態は空間的に大局的なものである。合成状態である真空の空間的構造
を調べるには、構成要素の空間的局在性が重要である。この局在性を二つの立場で考察し
た。一つは通常の相対論的場の量子論を踏襲し、Newton-Wignerの議論を拡張すること
によって行った。もう一つは、古典論、量子力学そして場の量子論を統一的に扱う対称性
変換群の表現論を基にしたものである。
まず、対称性変換群の余随伴軌道としての位相空間を構成し、それに対応したユニタ
リー表現を作ることにより、量子力学を構成する。これにより、量子論的観測量と古典的
位相空間の対応が明確になる。そして、これを多体系に拡張し基本的粒子描像を得る。こ
れにより、基本的粒子描像を特徴付けるパラメータの意味とそれの局在性を明確にできる。
Rindler wedgeのような配位空間が半直線の場合は、空間的位置で特徴付けられる粒子
描像が基本的であることが分かる。その粒子描像をKlein-Gordon方程式の解で展開する
ことにより解のモードで特徴付けられる新たな粒子描像が導入でき、この粒子描像を通し
通常のアプローチとの対応が取れ、通常の場の理論と矛盾のないことがわかる。
これらの考察を基に作られた構成要素の粒子描像を使い、合成状態であるMinkowski系
の真空の量子縺れの空間的構造を、混合状態の量子縺れの基準を与えるネガティビティを計
算することにより調べた。Klein-Gordon方程式の解のモードによる粒子描像でMinkowski

系の真空を表現すると、因子化でき構造は単純である。一方、空間的構造は、因子化がで
きなく注目した自由度に関する混合状態となり複雑である。しかし、ネガティビティを通
した量子縺れの基準は正準量の相関 ⟨0|q̂L(ξL∗ )q̂R(ξR∗ )|0⟩で表せる。そのため、左右の位置
で特徴付けられるこの相関により、量子縺れの空間的構造を調べることができる。
結果は、

1.原点から左右等距離にある状態の量子縺れが顕著である。（図 5.5）
2.その距離が原点から離れると急激に量子縺れの程度は弱くなる。またその距離は質量
に依る。（図 5.3）、（図 5.4）、（図 5.5）、(5.58）

3.左右のRindler wedgeの原点をずらし、異なったRindler座標系を導入した時、左右
領域の重ならない部分の基本的粒子描像は独立であるが、左右の縺れは、原点のずれ
で見るとより長距離に及ぶ。(図 5.7)

である。また、原点をずらす操作に対しMinkowski空間の真空は不変であるという事実も
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確認できる。
正準量の相関を使い、量子縺れの空間的構造を調べたが、正準量は直接場の量として現
れない。そこで、量子場の真空期待値であるWightman関数からこの相関に対応する量を
抜き出すことを試みた。そのために、量子場の基本的粒子描像と座標系の選択とを結び付
ける方法を提案した。座標系の選択は観測者が等速運動しているか等固有加速度運動して
いるかによって決まる。この状況を反映させるため、観測者とともに動く検出器系を導入
した。検出器系は検出器場と間接的に観測する対象場からなり、相互作用項はこれらの場
を共変的に結合させた。座標系の選択により検出器場の状態ベクトルを制限することで直
接制御し、対象場はそれ通し間接的に制御する。このような検出器系を、Minkowski空間
の対象場の真空の密度演算子を通した期待値と瞬間近似を使った遷移振幅に適用し、左右
のRindler wedgeに対応する相関を調べた。
座標選択による相関への影響は、左右の相関が消失する点に現れる。左右両方の検出器
が共に等固有加速度運動している方が、一つは等速運動し他方は固有加速度運動している
場合より相関は短い。図 5.12及び図 5.11を参照。(5.136)から分かるように、量子縺れか
らくる正準量の相関の性質を、図 5.12は緩慢にはなるが反映する。これは、独立な粒子描
像を的確に取り出しているためである。一方、後者の方は左右独立な粒子描像でないこと
に起因する項が存在する (5.135)。そのため、長距離になると思われる。
遷移確率に関する解析は、相関のない項の影響があり、左右の相関はより不鮮明になる。
検出器場の導入による間接的な相関の観測は、ここに示したRindler系とMinkowski系
だけでなく、Rindler系の原点が一致しない２つの検出器の導入、あるいは局在性の議論
ができない質量のない電磁場を対象場とする場合 [18]の量子縺れの空間的構造の研究など
発展の可能性は大きい。
また、de Sitter空間での局在性の問題 [44][45] を場の量子論へ拡張し、真空の違いによ
るUnruh効果 [46]の空間的構造を調べることも課題となる。
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付 録A 対称性変換群の具体例と基本的粒子描像

この付録において、対称性変換群の具体的な例として、半直積群RsR+と Poincaré群を
扱う。RsR+群については、Rindler空間の議論で重要であるが、時間に関する対称性が
群に含まれていない。そこで、Hamiltonianについて制限がつかないので二つの可能性を
示す。
Poncaré群については、余随伴軌道の構成の起点を時間的に取り、通常の場の理論を再
現する。この場合において、Newton-Wignerの局在化状態の詳細も紹介する。

A.1 RsR+群：半直線空間
配位空間が半直線R+のとき、対称性変換群はRsR+であり、群則は

(v2, ζ2) · (v1, ζ1) = (v2 + ζ−12 v1, ζ2ζ1) (A.1)

である。ここでは、ζi, viは各群の元 (ζi ∈ R+、vi ∈ R)である。無限小の実数を ϵi, εiと
し、群の元を単位元 (0, 1)の周りで展開する

vi ∼ ϵi, ζi ∼ 1 + εi, (A.2)

と、群則 (A.1)より

(v1, ζ1) · (v2, ζ2)− (v2, ζ2) · (v1, ζ1) ∼ (ε2ϵ1 − ε1ϵ2, 0) (A.3)

という関係式を得る。これにより、Lie環の基底 {ei}が満たす括弧積

[e1, e2] = e1 (A.4)

を得る。

A.1.1 余随伴軌道の構成

具体的計算を行うため、2× 2行列で Lie環の基底を

e1 =

(
0 1

0 0

)
, e2 =

(
0 0

0 1

)
. (A.5)

と表す。双対基底 {ēi}は、内積を跡 Trで

Tr(ēiej) = δij (A.6)
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と定義することにより、

ē1 =

(
0 0

1 0

)
, ē2 =

(
0 0

0 1

)
, (A.7)

と表せる。
群の元 g及び逆元 g−1を

g = exp(−t2e2)exp(t1e1) =

(
1 0

0 e−t
2

)(
1 t1

0 1

)
=

(
1 t1

0 e−t
2

)
, g−1 =

(
1 −t1et2

0 et
2

)
(A.8)

と実数 tiで表す。
位相空間としての余随伴軌道の基点 λ̄0を ē1に選ぶ。そこで、余随伴軌道は

λ̄(g) = λ1ē
1 + λ2ē

2, λ1 = et
2

, λ2 = t1e
t2 (A.9)

となり、位相空間はR× R+空間であることがわかる。1-形式を

θ = −Tr(ē1gdg−1) = dt1et
2

(A.10)

と与えると、2-形式は
dθ = dt2 ∧ dt1et

2

(A.11)

となり、余随伴軌道上の関数 F (λ1, λ2), G(λ1, λ2)に対する Poisson 括弧は

{F,G}P = e−t
2

(
∂F

∂t2
∂G

∂t1
− ∂F

∂t1
∂G

∂t2

)
(A.12)

と定義できる。変数 t1, t2に対しては

{t2, t1}P = e−t
2

(A.13)

となるので、新たな変数
x+ = et

2

, p = t1 (A.14)

を用いると、Poisson括弧は
{x+, p}P = 1 (A.15)

となる。また、係数 λiに関する Poisson括弧は

{λ1, λ2}P = λ1 (A.16)

と Lie環の括弧積 (A.4)と同じ関係を満たすことが確認できる。
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A.1.2 量子論と粒子描像

対称性変換群RsR+のユニタリー表現を求めることにより量子論を構成する。群の元
(0, ζi), (vi, 1)に対し、状態ベクトル空間Hに作用するユニタリー演算子 Û(ζi), V̂ (vi)を対
応させると、群則 (A.1)より

Û(ζ2)Û(ζ1) = Û(ζ2ζ1), V̂ (v2)V̂ (v1) = V̂ (v2 + v1), Û(ζ)V̂ (v) = V̂ (ζ−1v)Û(ζ) (A.17)

という関係式を得る。Û(ζ), V̂ (v)を

Û(ζ(t2)) = e−it
2π̂, V̂ (v(t1)) = e−it

1x̂+ (A.18)

と書く。演算子 x̂+, π̂は、(A.17)より、交換関係

[x̂+, π̂] = ix̂+ (A.19)

を満たす。
V̂ がAbelian群なので、x̂+を対角化した状態ベクトル

x̂+|x+⟩ = x+|x+⟩, x+ ∈ R+ (A.20)

を導入する。これにより、V̂ の |x+⟩への作用は

V̂ (t1)|x+⟩ = |x+⟩e−it
1x+ (A.21)

となり、状態ベクトルの位相を変化させる。一方 Û の作用は

Û(t2)|x+⟩ = |et
2

x+⟩ (A.22)

となる。そこで、状態ベクトルの完全性は不変測度を用い

1 =

∫ ∞
0

|x+⟩
dx+

x+

⟨x+| (A.23)

であり、状態ベクトル |x+⟩の規格化は

⟨x+|x′+⟩ = δ(x+ − x′+)x+ (A.24)

である。状態ベクトル |ψ⟩に対する確率振幅 ψ(x+)は

ψ(x+) = ⟨x+|ψ⟩ (A.25)

である。
また、交換関係 (A.19)より

⟨x+|π̂|ψ⟩ = −ix+

∂

∂x+

ψ(x+) (A.26)

となるので、演算子 π̂に関する固有状態

π̂|σ⟩ = σ|σ⟩ (−∞ < σ <∞) (A.27)
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の確率振幅 ⟨x+|σ⟩は
−ix+

∂

∂x+

⟨x+|σ⟩ = σ⟨x+|σ⟩ (A.28)

を解くことにより

⟨x+|σ⟩ =
1√
2π

(x+)
iσ,

∫ ∞
0

⟨σ′|x+⟩
dx+

x+

⟨x+|σ⟩ = δ(σ − σ′) (A.29)

と求まる。Û(t2)の |σ⟩への作用は位相となるが、V̂ (t1)の作用は固有状態としての性質を
壊すので、固有値 σを変える演算子はない。
対称性変換群 RsR+では時間発展に関する条件はない。そこで、Hamiltonianの一候
補として

Ω̂
def
= π̂2 + µx̂2

+ (A.30)

が考えられる。µは実数。演算子 Ω̂の固有状態

Ω̂|Ω⟩ = Ω|Ω⟩ (A.31)

の確率振幅を
ψΩ(x+) = ⟨x+|Ω⟩ (A.32)

と導入する。ψΩ(x+)の満たす方程式は(
−x+

∂

∂x+

(
x+

∂

∂x+

)
+ µx2

+

)
ψΩ(x+) = ΩψΩ(x+) (A.33)

である。これは変形 Besselの微分方程式である。また、直交性と完全性は∫ ∞
0

⟨Ω|x+⟩
dx+

x+

⟨x+|Ω′⟩ = δ(Ω− Ω′),

∫ ∞
0

⟨x+|Ω⟩dΩ⟨Ω|x′+⟩ =
δ(x+ − x′+)

x+

(A.34)

である。変形Bessel関数を使った、具体的議論は付録B.1で行う。また、Ω̂をHamiltonian

とした場合の議論は、第 4.3節と付録 B.1で行う。
多体系への拡張のための生成、消滅演算子は状態 |x+⟩, ⟨x+|に対応させ

⟨x+| ⇐⇒ â(x+), |x+⟩ ⇐⇒ â†(x+) (A.35)

と導入する。交換関係は

[â(x+), â
†(x′+)] = δ(x+ − x′+)x+, [â(x+), â(x

′
+)] = [â†(x+), â

†(x′+)] = 0 (A.36)

である。対称性変換群に対する変換性は

Û(t2)â†(x+)Û
†(t2) = â†(et

2

x+), V̂ (t1)â†(x+)V̂
†(t1) = â†(x+)e

−it1x+ (A.37)

である。
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A.2 Poincaé群：Minkowski空間
A.2.1 Poincaé群

Poincaré群
(
T dsSO(1, d− 1)

)
はWigner[15]によって最初に考察された。群則は

(v2, L2) · (v1, L1) = (v2 + L2v1, L2L1) (A.38)

である。vi ∈ T d、Li ∈ SO(1, d − 1)。Poincaré群は相対論的力学、相対論的量子力学そ
して場の理論を群論的に基礎づける。簡単のため、d = 3として検討する。
この群のLie環の基底 eµは次の３種類である。(eT0

, eTi
)、(eJ)、 (eKi

)。ただし、i = 1, 2

とする。Lie環の基底間の括弧積は、

[eTµ
, eTν

] = 0, [eT0
, eJ ] = 0, [eJ , eT1

] = eT2
,

[eJ , eT2
] = −eT1

, [eKi
, eTj

] = δijeT0
, [eKi

, eT0
] = eTi

(A.39)

[eJ , eK1
] = eK2

, [eJ , eK2
] = −eK1

, [eK1
, eK2

] = −eJ (A.40)

である。(A.40)は Lie環 so(1, 2)である。

A.2.2 余随伴軌道の構成

基点を λ̄0 = ēT0とする余随伴軌道を構成する。この軌道は
(
T 3sSO(1, 2)/T 1×SO(2)

)
である。
具体的計算は 4× 4行列で行う。Lie環の基底 {eµ}は行列 Tµ, J, Kiで

T0
def
=


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , T1
def
=


0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 , T2
def
=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 (A.41)

J
def
=


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 , K1
def
=


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , K2
def
=


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 (A.42)

と表す。内積 ⟨ēµ|eν⟩は行列の跡
(
Tr
)
で

Tr(T̄ µTν) = δµν , Tr(K̄iKj) = δij, Tr(J̄ , J) = 1, その他は 0 (A.43)

と定義する。これにより双対空間の基底 {ēµ}は

T̄ 0 def
=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 , T̄ 1 def
=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

 , T̄ 2 def
=


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

 (A.44)
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J̄
def
=

1

2


0 0 0 0

0 0 1 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

 , K̄1 def
=

1

2


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , K̄2 def
=

1

2


0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 (A.45)

となる。
閉部分群H（小群）は

h = e−θJea
0T0 =


1 0 0 0

0 cos θ sin θ 0

0 − sin θ cos θ 0

0 0 0 1

×

1 0 0 a0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (A.46)

である。一方、基点 λ̄0を動かす元 σは

σ = e−τ
1K1−τ2K2ea

1T1+a
2T2 = B(τ⃗)×


1 0 0 0

0 1 0 a1

0 0 1 a2

0 0 0 1

 , (A.47)

である。B(τ⃗)は

B(τ⃗) = exp


0 −τ 1 −τ 2 0

−τ 1 0 0 0

−τ 2 0 0 0

0 0 0 0



=


cosh τ − τ1

τ
sinh τ − τ2

τ
sinh τ 0

− τ1

τ
sinh τ (τ1)2

τ2 (cosh τ − 1) + 1 τ1τ2

τ2 (cosh τ − 1) 0

− τ2

τ
sinh τ τ1τ2

τ2 (cosh τ − 1) (τ2)2

τ2 (cosh τ − 1) + 1 0

0 0 0 1

 .

(A.48)

であり、τ⃗ = (τ 1, τ 2), τ =
√
τ⃗ 2である。B(τ⃗)をブースト変換と呼ぶ。パラメータの意味を

明確にするため、
p0 = cosh τ, p1 =

τ 1

τ
sinh τ, p2 =

τ 2

τ
sinh τ (A.49)

とする。B(τ⃗)の性質上、覆える領域は p0 ≥ 1に限られ、

−(p0)2 + (p1)2 + (p2)2 = −1 (A.50)

となる。そこで、p0はエネルギー、piは運動量と見なすと、(A.50)は質量殻条件である。
以上より、(A.48)は

B(τ⃗) =


p0 −p1 −p2 0

−p1 (p1)2

p0+1
+ 1 p1p2

p0+1
0

−p2 p1p2

p0+1

(p2)2

p0+1
+ 1 0

0 0 0 1

 (A.51)
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と表せる。また、B(τ⃗)−1 = B(−τ⃗)である。
簡略のため

Bµν
def
=

 p0 −p1 −p2

−p1 (p1)2

p0+1
+ 1 p1p2

p0+1

−p2 p1p2

p0+1

(p2)2

p0+1
+ 1

 (A.52)

として、

B(τ⃗) =

 Bµν

0

0

0

0 0 0 1

 (A.53)

と書く。これにより、σ及び σ−1は

σ =

 Bµν

B0ia
i

B1ia
i

B2ia
i

0 0 0 1

 , σ−1 =

 B−1µν

0

−a1

−a2

0 0 0 1

 (A.54)

となる。余随伴軌道
λ̄σ = fTµ

ēTµ + fJ ē
J + fKi

ēKi (A.55)

の係数は
fTµ

= pµ, fJ = ã1p2 − ã2p1, fKi
= p0ãi + piã0 (A.56)

である。ただし、ãµ = Bµia
i。

dσ−1σは

dσ−1σ =

 (dB−1B)µν

∑
ν dB

−1
0ν Bνia

i∑
ν dB

−1
1ν Bνia

i − da1∑
ν dB

−1
2ν Bνia

i − da2

0 0 0 0

 (A.57)

であるので、1-形式 θは

θ = −⟨λ̄0|dσ−1σ⟩ = −
∑
ν

dB−10ν Bνia
i = −

(
δij −

(p0 − 1)pipj
pkpkp0

)
aidpj (A.58)

となる。2-形式 ωは

ω = dθ = −
(
δij −

(p0 − 1)pipj
pkpkp0

)
dai ∧ dpj (A.59)

である。そこで、dzµ = (da1, da2, dp1, dp2)として、行列 ωµν は

ωµν =

(
0 −Aij
Aji 0

)
, Aij =

(
δij −

(p0 − 1)pipj
pkpkp0

)
(A.60)

となる。逆行列 ωµν は

ωµν =

(
0 A−1ij

−A−1ji 0

)
, A−1ij =

(
δij +

pipj
(p0 + 1)

)
(A.61)
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と求まる。
以上より、余随伴軌道上の関数 F (zσ), G(zρ)の Poisson括弧を

{F (zσ), G(zρ)}P = ωµν
F (zσ)

∂zµ
G(zρ)

∂zν
(A.62)

と定義する。それにより
{ai, pj}P = A−1ij (A.63)

となるので、新たな変数 xiを
xi = Aija

j (A.64)

と導入すると、Poisson括弧は
{xi, pj}P = δij (A.65)

となる。ちなみに、上記のパラメータを使った余随伴軌道の係数 feµ は、

feT0 = p0, feTi = pi, feJ = x1p2 − x2p1, fKi = p0xi (A.66)

となる。また、各係数間の Poisson括弧は Lie環の代数と同じ関係を満たすことは確認で
きる。
以上より、古典的位相空間と、そこでの代数が完成した。

A.2.3 量子力学と粒子描像

次に、Wignerの方法に基づき、相対論的量子力学を構成する。Lie環に対応した演算子
が満たす代数は

[T̂µ, T̂ν ] = 0, [T̂0, Ĵ ] = 0, [Ĵ , T̂1] = iT̂2,

[Ĵ , T̂2] = −iT̂1, [K̂i, T̂j] = iδijT̂0, [K̂i, T̂0] = iT̂i
(A.67)

[Ĵ , K̂1] = iK̂2, [Ĵ , K̂2] = −iK̂1, [K̂1, K̂2] = −iĴ (A.68)

である。
Poincaré群には、Casimir演算子

Ĉ = −(T̂0)
2 + (T̂1)

2 + (T̂2)
2 (A.69)

が存在する。また可換な部分群 T が存在するので、この変換を生成する演算子を対角化し
た状態

T̂µ|p, s⟩ = pµ|p, s⟩ (A.70)

を導入する。(A.69)より、

−(p0)2 + (p1)2 + (p2)2 = −1 (A.71)

であり、規格化は
⟨p, s|p′, s′⟩ = δ2(p− p′)δss′ (A.72)
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とする。そこで、完全性は ∑
s

∫
d2p|p, s⟩⟨p, s| = 1 (A.73)

である。不変測度を強調すると

1 =
∑
s

∫
d2p

2p0
|p, s⟩(2p0)⟨p, s| (A.74)

となる。基点 ēT
0 に対応する状態ベクトルを |k, s⟩とする。

T̂ µ|k, s⟩ = δ0µ|k, s⟩ (A.75)

ここでは、粒子描像と局在性の議論を行うのが目的のため、内部自由度 sに関しては自明
な表現 s = 0を取る。そこで、閉部分群H の元 hに対応したユニタリー演算子 Û(h)は

Û(h)|k⟩ = |k⟩ (A.76)

となる。ブースト B(τ⃗)と並進変換 T (x)の元を作用させる。まず、状態ベクトル |p⟩を

Û(σ(p))|k⟩ = 1

N(p)
|p⟩ (A.77)

とする。p′µ = Λµνp
ν とし、ブースト Û(Λ)を作用させる。

Û(Λ)|p⟩ = N(p)Û(Λσ(p))|k⟩ = N(p)Û(σ(p′)h)|k⟩ (A.78)

これより、
Û(Λ)|p⟩ = N(p)

N(p′)
|p′⟩ (A.79)

となる。不変測度 (A.74)の使用

Û(Λ)|p⟩(2p0)⟨p|Û †(Λ) = |p′⟩(2p′0)⟨p′| (A.80)

を考慮して、規格化定数N(p)を決めると、

N(p) =

√
k0

p0
, Û(Λ)|p⟩ =

√
p′0

p0
|p′⟩ (A.81)

である。一方、並進変換に関しては

Û(σ(x))|p⟩ = |p⟩eipix
i

(A.82)

である。これより分かるように、並進変換はAbelianのため、位置のパラメータ xは位相
として現れる。そこで状態 |ψ⟩に、古典的粒子を位相空間ない (p, x)に見出す確率は

|⟨ψ|p⟩eipix
i

|2 = |⟨ψ|p⟩|2 (A.83)

となる。ここで、配位空間の位置の情報は位相なので、量子論的に意味がない。
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多体系へ拡張するため、粒子描像を導入する。対応関係 (2.38)に従い生成、消滅演算子
及び粒子数演算子 â†(p), â(p), n̂(p)を導入する。満たす代数はBoson型の (2.39)(2.40)で
ある。生成、消滅演算子の変換性は、(A.81)(A.82)より

Û(Λ, a)â(p)Û †(Λ, a) =

√
p′0

p0
e−ip

′
ia

i

â(p′), Û(Λ, a)â†(p)Û †(Λ, a) =

√
p′0

p0
e−ip

′
ia

i

â†(p′)

(A.84)

となる。これが、Poincaré群
(
T dsSO(1, d− 1)

)
を対称性変換群とした基本的粒子描像

である。

A.2.4 Newton-Wignerの局在化状態と古典的形態：物質波と粒子

多粒子系において、粒子数を無限大にした極限として古典的形態を見る。
また、基本的粒子描像にはない粒子の位置をNewton-Wignerの議論に従い構成し、多
体系に拡張する。これによって古典的極限を調べる。

物質波と共変性

生成、消滅演算子の位相部分を分離する。

â(p) = eiη̂(p)
√
n̂(p), â†(p) =

√
n̂(p)e−iη̂(p) (A.85)

ただし、
√
n̂(p)

def
=
√
n(p)|n(p)⟩⟨n(p)|である。そこで、生成、消滅演算子の交換関係 (2.40)

より、
eiη(p)

√
n̂(p)−

√
n̂(p)eiη̂(p) = eiη̂(p) (A.86)

となり、
[η̂(p), n̂(p)] = −i (A.87)

を得る。これにより、位相を確定するには粒子数を無限大にする必要があることが分る。
そこでコヒーレント状態

â(p)|α(p)⟩ = α(p)|α(p)⟩, α(p) = |α(p)|eiη(p) (A.88)

を導入する。|α(p)⟩の表記は

|α(p)⟩ =
∑
n

einη(p)
√
ωn
n!

(â†(p))n|0⟩, ωn =
(n(p))ne−n(p)

n!
, α(p) =

√
n(p)eiη(p) (A.89)

である。⟨α(p)|α(p)⟩ = 1と規格化。よって、粒子の数演算子の期待値 n(p)及び粒子数の
揺らぎ∆n(p)は

⟨α(p)|n̂(p)|α(p)⟩ = n(p) (A.90)

∆n(p) =
√
⟨α(p)|(n̂(p))2|α(p)⟩ − n(p)2 =

√
n(p) (A.91)

である。また、n(p)を固定し、位相 η(p)だけ違ったコヒーレント状態の内積は

⟨α′(p)|α(p)⟩ = exp
(
− n(p)

(
1− ei(η

′(p)−η(p)))) (A.92)
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はゼロでない。よって位相の識別はできない。もし、n(p) → ∞を取れば、η(p) = η′(p)

以外は直交し、位相は識別できる。またこの極限では、∆n(p)≪ n(p)となり、量子揺ら
ぎも無視できる。
以上を踏まえ、(A.84)のコヒーレント状態による期待値を取ると

⟨α(p)|Û(Λ, a)a(p)Û †(Λ, a)|α(p)⟩ =

√
p′0

p0
e−ip

′
ia

i√
n(p)eiη(p) (A.93)

となり、n(p)を十分大きく取れば、位相及び粒子数が確定し、識別可能な位置概念が導入
できる。ただし、波としての位置であるため、局在性とは相容れない。
実際に実験にかる物質波（電磁波など）は実数で共変的である。同じコヒーレント状態
に対し生成子は

⟨α(p)|Û(Λ, a)â†(p)Û †(Λ, a)|α(p)⟩ =

√
p′0

p0
eip

′
ia

i√
n(p)e−iη(p) (A.94)

である。これらの線形結合を取り。実の共変的古典場を構成する。
共変的量子場を

ψ̂(x)
def
=

∫
d2peipxu(p, x)a(p) =

∫
d2p

2p0

√
2p0eipxu(p, x)

√
2p0a(p) (A.95)

とする。共変性の要求は
Û(Λ)ψ̂(x)Û †(Λ) = ψ̂(Λ · x) (A.96)

であるので、容易に √
2p0u(p, x) = 1 (A.97)

であることが分かる。以上により、古典的実共変場を導入でき、古典的パラメータとして
の位置に古典論との対応で物理的意味を与えることができる。しかし、局在性という点は
まだ不十分である。

Newton-Wignerの局在状態と古典的粒子

相対論においても古典的粒子は存在する。そこで、相対論的量子論の古典的極限でも、
物質波ではなく、粒子性を示す枠組みが必要である。そのためには、物質波と同様に、量
子揺らぎが無視できる粒子数が大きい極限で、違った性質を示す粒子描像が不可欠である。
まず、一体の状態を確認する。NewtonとWigner[17]は次の３点を粒子の位置を表す状
態に要求し、質量M の相対論的粒子の位置概念を明確にした。そして、局在的状態 |x⟩と
それを固有状態とする位置演算子 x̂iを定義した。

1.時間及空間の原点 (o : t = 0, xi = 0)に局在化された状態 |o⟩は、空間回転、時間反
転、空間反転に対し不変である。

2.原点 oに局在化された状態を空間移動して出来た状態はもとの状態と直交する。（局
在性）

3. Lorentz群の生成子は局在状態に作用出来る。（正則条件）
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要求３.より局在的状態 |o⟩は運動量演算子 P̂ µの固有状態 |p⟩

P̂ i|p⟩ = pi|p⟩, ⟨p′|p⟩ = δ2(p′ − p) (A.98)

の線形結合
|o⟩ =

∫
d2p√

(2π)22p0
f(o; p)|p⟩ (A.99)

で表せる。この状態に要求２. を適用し、空間移動した状態 |x⟩は

e−ix
iP̂i |o⟩ = |x⟩ , |x⟩ =

∫
d2p√

(2π)22p0
f(o; p)e−ix

iP̂i |p⟩ (A.100)

となる。直交条件 ⟨o|x⟩ = δ2(x) より、f(o; p)は

f(o; p) =
√

2p0 (A.101)

と決まる。また、|x⟩を固有状態
x̂i|x⟩ = xi|x⟩ (A.102)

とする演算子 x̂iは、|p⟩に対する表現として

x̂i|p⟩ = −i ∂
∂pi
|p⟩ (A.103)

となる。よって、状態 |ψ⟩に、粒子が位置 xで発見できる確率は

|⟨x|ψ⟩|2 (A.104)

である。以上から分かるように、力学的構造によらない部分は Heisenberg群による位置
と運動量の関係と同じである。
Newton-Wignerの議論を多体系に拡張することは容易である [24][25]。一粒子状態の |p⟩
は生成演算子で書くと

|p⟩ = â†(p)|0⟩ (A.105)

なので、|x⟩は
|x⟩ =

∫
d2pe−ixip

i

â†(p)|0⟩ (A.106)

である。
そこで、場の量子論的多体系への拡張は、ある点に局在する状態の生成、消滅する演算
子を

χ̂(x) =

∫
d2p√
(2π)2

â(p)eixip
i

, χ̂†(x) =

∫
d2p√
(2π)2

â†(p)e−ixip
i

(A.107)

と導入することで出来る。χ̂(x), χ̂†(x)の同時刻交換関係は

[χ̂(x), χ̂†(x′) ] = δ2(x− x′)
[χ̂(x), χ̂(x′)] = [χ̂†(x), χ̂†(x′)] = 0

(A.108)
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であり、位置 xにある粒子の生成、消滅演算子の性質を満たすことが分る。そこで、位置
xにある一粒子状態は

|x⟩ = χ̂†(x)|0⟩ (A.109)

である。数演算子は
n̂(x) = χ̂†(x)χ̂(x) (A.110)

であり、局在的である。
今、次のように全粒子数演算子 N̂ と位置演算子 X̂ iを導入する。

N̂
def
=

∫
d2x χ̂†(x)χ̂(x) (A.111)

X̂ i def
=

∫
d2x χ̂†(x)xiχ̂(x) (A.112)

これは、X̂ i|x⟩ = xi|x⟩である。運動量演算子は

P̂ i =

∫
d2x χ̂†(x)(−i ∂

∂xi
)χ̂(x) (A.113)

であるので、P̂lとの交換関係は (A.108)を用いて

[X̂j, P̂l] = iδjlN̂ (A.114)

と求まる。これらの性質はHeisenberg群によって構成したものと同じである。
Hamiltonian Ĥ は

Ĥ =

∫
d2pp0â†(p)â(p) (A.115)

となるので、時間依存する生成・消滅演算子 χ̂(†)(t, x) = eiĤtχ̂(†)(x)e−iĤtは

χ̂(t, x) =

∫
d2p√
(2π)3

â(p)eixip
i

e−itp
0

, χ̂†(t, x) =

∫
d2p√
(2π)2

â†(p)e−ixip
i

eitp
0

(A.116)

と導入できる。χ̂(t, x), χ̂†(t, x)の同時刻交換関係は

[χ̂(t, x), χ̂†(t, x′) ] = δ2(x− x′)
[χ̂(t, x), χ̂(t, x′)] = [χ̂†(t, x), χ̂†(t, x′)] = 0

(A.117)

である。これにより、各時間での局在性は保証される。しかし、Hamltonian Ĥ を位置で
特徴付けられる粒子描像 (χ̂(x), χ̂†(x))で書くと

Ĥ =

∫
d2x′

∫
d2x χ̂†(x′)G(x′, x)χ̂(x) (A.118)

となり、非局在的である。ただし

G(x′, x) =

∫
d2k

(2π)2

√
k2 +m2e−iki(x

′−x)i (A.119)

である。
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このような位置に関する粒子描像は代数的相対論的場の量子論の立場から問題点（Reed-

Schliederの定理、Malamentの定理、Hegerfeldtの定理）が指摘されている [47]が、その
多くは、Hamiltonianがここで定義した位置に関して非局在的であることに帰因する。そ
こで、時間的方向の取り扱いの違いにより問題の現れ方が異なる。しかし、古典的には問
題は起さないことを以下で示す。
そこで、~は定数であることを考慮し、~→ 0の古典的極限 [48]を取らず、N →∞の
古典的極限を取る。そのため、コヒーレント状態

|ΦX⟩ = exp
(∫

dx2(ϕX(x)χ̂
†(x)− ϕ∗X(x)χ̂(x))

)
|0⟩ (A.120)

を導入する。Heisenberg群の場合と同じなので、ϕX(x)としてGauss型の波束

ϕX(x) =
√
κe−(x−X)2/2ϵ2eiki(x−X)i (A.121)

を取る。全粒子数演算子 (A.111)、位置演算子 (A.112)、運動量演算子 (A.113)の期待値は

⟨ΦX |N̂ |ΦX⟩ = κπϵ2 = N̄ ,
1

N̄
⟨ΦX |X̂ i|ΦX⟩ = X i, ⟨ΦX |P̂ i|ΦX⟩ = N̄ki (A.122)

となる。位置に関した全粒子数で割った場合、意味のある量になるので、この量は重心と
理解できる [49]。
次に、重心の速度 dXj/dtを計算する。Heisenberg方程式は

−i[X̂j, Ĥ] =

∫
d2p

pj
p0

∫
d2x d2x′

(2π)2
χ̂†(x)χ̂(x′)ei(x

i−x′i)pi (A.123)

と書ける。そこで、コヒーレント状態の期待値は

−i⟨ΦX |[X̂j, Ĥ]|ΦX⟩ =
∫
d2p

pj
p0

∫
d2x d2x′

(2π)2
ϕX(x)ϕX(x

′)ei(x
i−x′i)pi (A.124)

= κϵ4
∫
d2p

pj
p0
e−ϵ

2(ki−pi)(ki−pi) (A.125)

となる。ガウス型関数によるデルタ関数の表記

δ(x) = lim
a→0

√
1

2πa
e−

x2

2a (A.126)

を用いて、ϵ→∞のもと書き変えると

−i⟨ΦX |[X̂j, Ĥ]|ΦX⟩ =κπϵ2
∫
d2p

pj√
pipi +m2

δ2(k − p) (A.127)

となる。そこで、重心の速度は、N̄ = κπϵ2より

dXj

dt
= −i 1

N̄
⟨ΦX |[X̂j, Ĥ]|ΦX⟩ =

kj√
kiki +m2

(A.128)

と求まる．これは相対論的粒子の速度 ki/
√
kiki +m2と一致し、非相対論的な場合とは異

なる。重心の加速度 d2Xj/dt
2については、並進対称性があるためゼロとなることは容易

に確認できる。
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付 録B Rindler系での場の理論の幾つかの性質

この付録では、Rindler系における生成、消滅演算子の運動方程式に現れる積分核の性質
と生成、消滅演算子のコーヒレント状態について調べる。

B.1 Rindler系でのHamiltonianと積分核
計算の見通しを良くするため、ξ (x+)の代わりに変数 ξ∗

ξ∗ = log
|ξ|
α

(B.1)

を取る。ξ∗を使った変形第２種 Bessel関数の直交性及び完全性は∫ ∞
−∞

dξ∗Kiρ(mαe
ξ∗)Kiρ′(mαe

ξ∗) =
π2δ(ρ− ρ′)
2ρ sinhπρ

(B.2)∫ ∞
0

dρ
2ρ sinhπρ

π2
Kiρ(mαe

ξ∗)Kiρ(mαe
ξ′∗) = δ(ξ∗ − ξ′∗) (B.3)

である。
(4.46)で採用した、変数 ξでのHamiltinian(Klein-Gordon型）に関するKlein-Gordon

の方程式 (
−ξ ∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
+m2ξ2

)
ψρ(mξ) = ρ2ψρ(mξ) (B.4)

は
(− ∂2

∂ξ∗
2 + α2m2e2ξ∗)ψρ(mαe

ξ∗) = ρ2ψρ(mαe
ξ∗) (B.5)

と書ける。Ω = ρ2, µ = m2とした。(B.5)の有効ポテンシャル項部分α2m2e2ξ∗は ξ∗ → −∞
で 0に収束し、ξ∗ → ∞で急激に増加する。Rindler系特有の現象が原点近傍に現れるの
は、ξ∗ → −∞で有効ポテンシャル項が 0になることに起因している。
Hamiltonian ĤKG(4.46)を変数 ξ∗で書くと

ĤKG =

∫ ∞
−∞

dξ∗ χ̂
†(ξ∗)

√
−△+m2α2e2ξ∗χ̂(ξ∗) (B.6)

となる。△ = ∂2/∂ξ2∗ で、
√
−△+m2α2e2ξ∗ は√

−△+m2α2e2ξ∗f(ξ∗) =

∫ ∞
−∞

dξ′∗G(ξ∗, ξ
′
∗)f(ξ

′
∗) (B.7)

G(ξ∗, ξ
′
∗)

def
=

∫ ∞
0

dρ
2ρ2 sinhπρ

π2
Kiρ(mαe

ξ∗)Kiρ(mαe
ξ′∗) (B.8)
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を意味する。G(ξ∗, ξ′∗)は積分核とよばれ、収束因子 eβρ (β > π)を導入して具体的に計算
する。G(ξ∗, ξ′∗)に収束因子を導入した式を改めて Ḡ(ξ∗, ξ

′
∗)と記す。

Ḡ(ξ∗, ξ
′
∗)

def
=

∫ ∞
0

dρ
2ρ2 sinhπρ

π2
Kiρ(mαe

ξ∗)Kiρ(mαe
ξ′∗)e−βρ (B.9)

=
1

π2

∫ ∞
−∞

dλ K0

(
mαA(λ)

)∫ ∞
0

dρ ρ2 sinhπρeiρλe−βρ

ここでは、変形第 2種 Bessel関数の関係式

Kiρ(mαe
ξ∗)Kiρ(mαe

ξ′∗) =
1

2

∫ ∞
−∞

dλ eiρλK0

(
mαA(λ)

)
(B.10)

A2(λ) = e2ξ∗ + e2ξ
′
∗ + 2eξ∗+ξ

′
∗ coshλ (B.11)

を使用した。これにより Ḡ(ξ∗, ξ
′
∗)は

Ḡ(ξ∗, ξ
′
∗) =−

1

π2

∫ ∞
−∞

dλ K0

(
mαA(λ)

)( 1

(π − β + iλ)3
− 1

(−π − β + iλ)3

)
=
2

π

∫ ∞
−∞

dλ K0

(
mαA(λ)

) π2 + 3(iλ− β)2(
(iλ− β)2 − π2

)3 (B.12)

と変形できる。(B.12)の被積分関数を

f(z)
def
= K0

(
mαA(z)

) π2 + 3(iz − β)2(
(iz − β)2 − π2

)3 (B.13)

と書く。f(z)は β → 0で

f(z)
β→0
= −K0

(
mαA(z)

)π2 − 3z2

z2 + π2
(B.14)

となる。変数 zを複素平面に解析接続すると、極の位置は図B.1の左側のようになる。極
−i(β − π)は β → 0にすると、実軸に沿う積分路を横切る [50]。これを避けるため、虚軸
に沿い上半面に積分路を伸ばし、β → 0を取る。虚軸に沿い上下する経路は相殺するの
で、図 B.1の右側の積分路となる。

図 B.1 積分路
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ここで、iπのまわりを周る積分路を Crとし計算すると∫
Cr

f(z)dz =− 2πi Res(f, iπ)

=− 2iπ

(
− im2α2eξ∗+ξ

′
∗K1(mα|eξ∗ − eξ

′
∗ |)

4πmα|eξ∗ − eξ′∗ |

)
=− mαeξ∗+ξ

′
∗K1(mα|eξ∗ − eξ

′
∗ |)

2|eξ∗ − eξ′∗ |
(B.15)

となる。これより

G(ξ∗, ξ
′
∗) = −

2

π

∫ ∞
−∞

dλ K0

(
mαA(λ)

) π2 − 3λ2(
λ2 + π2

)3 − mαeξ∗+ξ
′
∗K1(mα|eξ∗ − eξ

′
∗ |)

2|eξ∗ − eξ′∗ |
(B.16)

となる。G(ξ∗, ξ′∗)を次のように分解し

G1(ξ∗, ξ
′
∗) = −

2

π

∫ ∞
−∞

dλ K0

(
mαA(λ)

) π2 − 3λ2(
λ2 + π2

)3 (B.17)

G2(ξ∗, ξ
′
∗) = −

mαeξ∗+ξ
′
∗K1(mα|eξ∗ − eξ

′
∗ |)

2|eξ∗ − eξ′∗ |
(B.18)

数値積分を実行する。G1(ξ∗, ξ
′
∗)は図 B.2で、G2(ξ∗, ξ

′
∗)は図 B.3で示した。

図 B.2 G1(ξ∗, ξ
′
∗)
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図 B.3 G2(ξ∗, ξ
′
∗)

図 B.2、図 B.3より、G(ξ∗, ξ′∗)は極の部分G2(ξ∗, ξ
′
∗)で近似できることがわかる。

G(ξ∗, ξ
′
∗) ∼ −

mαeξ∗+ξ
′
∗K1(mα|eξ∗ − eξ

′
∗ |)

2|eξ∗ − eξ′∗ |
(B.19)

Hamiltonianに含まれる積分核は非局在的であり、これが因果律などの問題を起こす。
しかし、図 B.3から分かるように、ξ∗ ∼ ξ′∗にのみ非常に大きな値を持つ。そのため、こ
の非局在性の観測への影響は非常に小さい。

B.2 χ̂(ξ∗)のコヒーレント状態と古典的極限
量子論的自由度と古典的自由度との対応をとるためにコヒーレント状態

|ΦX⟩ = exp

(∫ ∞
−∞

dξ∗(ϕX(ξ∗)χ
†(ξ∗)− ϕ∗X(ξ∗)χ(ξ∗))

)
|0̄⟩ (B.20)

ϕX =
√
κe−

(ξ∗−X)2

2ϵ2 eip(ξ∗−X) (B.21)

を導入する。(B.20)は
χR(ξR∗ )|ΦX⟩ = ϕX(ξ

R
∗ )|ΦX⟩ (B.22)

である。そこで、位置演算子のコヒーレント状態の期待値を計算する。

⟨ΦX |X̂|ΦX⟩ =
∫ ∞
−∞

dξR∗ ϕ
R∗
X (ξR∗ )ξ

R
∗ ϕ

R
X(ξ

R
∗ )

= κ

∫ ∞
−∞

dξR∗ ξ
R
∗ e
− (ξR∗ −X)2

ϵ2 (B.23)

Gauss積分をすることで
⟨ΦX |X̂|ΦX⟩ = ϵκ

√
πX (B.24)

となる。数演算子も同様に、Gauss積分を用いて計算すると

⟨ΦX |N̂ |ΦX⟩ = ϵκ
√
π

def
= N̄ (B.25)
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となり、(B.24),(B.25)より、
1

N̄
⟨ΦX |X̂|ΦX⟩ = X (B.26)

となる。そこで、位置を全粒子数で割ることにより、重心と理解できる。これにより、量
子論的自由度 (χ̂, χ̂†)と古典的自由度 (X)との対応が取れた。
次に速度について考察する。

dX

dη
=− i⟨ΦX |[X̂, ĤKG]|ΦX⟩ =

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 ξ

R
∗ G(ξ

R
∗1, ξ

R
∗2)

× ⟨ΦX |[χR†(ξR∗ )χR(ξR∗ ), χR†(ξR∗1)χR(ξR∗2)]|ΦX⟩

=

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)(ξ

R
∗ − ξR∗1)ϕR∗X (ξR∗ )ϕ

R
X(ξ

R
∗1) (B.27)

このとき、G(ξR∗ , ξR∗1)が ξR∗ , ξ
R
∗1の入れ変えに対して対称である事を利用した。ϕRXが実関数

のとき ϕR∗X (ξR∗ )と ϕRX(ξ
R
∗1)も ξR∗ , ξ

R
∗1の入れ変えに関して対称となる。これにより、p = 0

のとき
⟨ΦX |[X̂, ĤKG]|ΦX⟩|p=0 = 0 (B.28)

となり、重心が静止した状況を表わすことが分かる。続いて、加速度について計算を行う。

[[X̂, ĤKG],HKG] =

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 dξ

R
∗3 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)G(ξ

R
∗2, ξ

R
∗3)

× (ξR∗ − ξR∗1)[χR†(ξR∗ )χR(ξR∗1), χR†(ξR∗2)χR(ξR∗3)]

=

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)G(ξ

R
∗2, ξ

R
∗ )

× χR†(ξR∗2)χR(ξR∗1)(ξR∗2 + ξR∗1 − 2ξR∗ ) (B.29)

p = 0として、コヒーレント状態での期待値をとると

⟨ΦX |[[X,H], H]|ΦX⟩|p=0

=

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)G(ξ

R
∗2, ξ

R
∗ )ϕ

R
X(ξ

R
∗2)ϕ

R
X(ξ

R
∗1)(ξ

R
∗2 − ξR∗ )

+

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)G(ξ

R
∗2, ξ

R
∗ )ϕX(ξ

R
∗2)ϕX(ξ

R
∗1)(ξ

R
∗1 − ξR∗ )

=

∫ ∞
−∞

dξR∗ dξ
R
∗1 dξ

R
∗2 G(ξ

R
∗ , ξ

R
∗1)G(ξ

R
∗2, ξ

R
∗ )ϕ

R
X(ξ

R
∗2)ϕX(ξ

R
∗1)(ξ

R
∗2 − ξR∗ ) (B.30)

となるが、加速度まで 0とはできない。これは、Rindler系の原点の特異性のため、保存
量が定義できないことに起因している。しかし、積分核は ξR∗1,∼ ξR∗、ξR∗2,∼ ξR∗ でのみ大
きな値を持つことより、加速度もほぼ０と結論できる。
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