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第1章 序論

1.1 研究背景

到来方向（DOA: Direction Of Arrival）推定は，長期間に渡っていまだに活発

な研究分野である．歴史的に，到来方向推定技術はレーダや，ソナー，電子的手

段による監視，地震探索等の分野で応用されている．レーダの応用では，到来方

向推定が航空管制及び目標獲得で良く用いられている．また，到来方向推定を用

いて相手の発信機の位置を特定することで，相手の信号を妨害することもある．

近年，無線通信技術の発展により，高速かつ高機能な無線通信システムが実用

化され，広く普及している．このため，受信アンテナには複数の電波が到来する

状況となり，確実な通信を行うとともに，その複雑に到来してきた電波の中から

所望電波，あるいは不法電波の発信源を特定するために，電波を選びだす技術が

必要となる．このことに対して，アンテナの指向特性に基づいた到来方向による

選別が重要な手段となる．ここで，特徴を発揮するのは，複数個のアンテナ素子

を規則的に配置し，各々のアンテナ素子の励振の振幅及び位相を独立かつ容易に

制御できるアレーアンテナである．アレーアンテナを用いた到来方向推定は広く

研究されている．図 1.1に示すように，アレーアンテナには様々な形があり，例え

ば，直線状のリニアアレーや，格子状のグリッドアレー，円形状のサーキュラー

アレー等があるが，使用目的に適切なアレー形状の検討が要求される．リニアア

レーは構成が容易で，信号の数式化も他のアレー形状より単純であるため，良く

利用されている．本研究ではリニアアレーを対象とする．

アレーアンテナを用いた到来方向推定のプロセスを図 1.2で示す．図 1.2により，

遠方から複数の電波が，アレーアンテナに到来し，アレーアンテナの受信信号に

1
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(a) リニアアレー (b) グリッドアレー (c) サーキュラーアレー

図 1.1: アレーアンテナ形状の例

対し，到来方向推定を含めた到来方向推定装置で計算処理を行った後に推定した

到来方向の値を出力する，というプロセスとなる．到来方向推定には，到来波の

性質，アレーアンテナの構成，到来方向の推定方法の主に 3つの要素がある．

�

�

複数個の到来波

到来方向

アレーアンテナ

到来方向推定

推定した到来方向

図 1.2: アレーアンテナを用いた到来方向推定の概略

まず，到来波の性質に関しては，主に到来波の相関性及び到来波数の情報の 2つ

がある．到来波の相関性として代表的なものとして，互いに無相関である（全く

異なる発信源からの電波で，各々の波の類似性は少ない）場合と，相関性がある

（同じ発信源からの電波で，マルチパス伝播環境下で，各々の波の類似性が大きい）

場合の 2つがある．そして，到来波数の情報としては，これが既知であるか，未
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知であるかの 2つの状況が考えられる．一般には，到来波数の情報が必要な手法

もあれば，到来波数の情報は不必要で未知のままでも推定可能な手法もある．実

際には，到来波数情報はほとんどの場合未知なので，到来波数情報を必要とする

手法では，事前に到来波数推定法を利用して到来波数を推定することが多い．こ

れに対して，到来波数情報がなくても方向推定が可能な手法も存在する．

次に，アレーアンテナの構成に関しては，実アレー（一般の形で，物理的素子の

み含むアレーアンテナ）及び仮想アレー（特殊な形で，物理的素子以外に仮想素

子を含むアレーアンテナ）の主に 2つの構成がある．アレーアンテナの指向性パ

ターンは図 1.3に示すように，一様励振アレーアンテナの指向性パターンの最大値

周辺であるメインローブ（Mainlobe）があり，その他にも局所的な極大値である

サイドローブ（Sidelobe）があり，そしてローブとローブの間のヌル点（Null, 零

点）がある．

到来方向の推定方法に関しては，メインローブやヌル点の走査により推定する

手法が多くある．また，方程式の解を求めることにより，その解が到来方向とな

るような手法もある．

0 −20 −40 −20 0

0

−90◦ 90◦

−60◦ 60◦

−30◦ 30◦

[dB]

サイドローブ
メインローブ

ヌル点

図 1.3: アレーアンテナの指向性パターンの例

そこで，到来波の性質及びアレーアンテナ構成を考慮しながら到来方向を推定

する方法が多く研究され提案されている．メインローブの走査による到来方向推

定法の最も基本的な手法として，ビームフォーマ（Beamformer）法 [1]がある．こ
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の手法は，アレーアンテナのメインローブを全方向にわたって走査し，アレー出

力電力が大きくなる方向から到来方向を推定する手法である．ビームフォーマ法

は簡易であるが，所望波に対してメインローブを向けたとき，メインローブの他

にいくつも存在するサイドローブで他の到来波も受信してしまうという問題点が

ある．

これに対して，Capon法 [2]は，ある到来波の方向にメインローブを向けると

同時に，他の到来波の方向へサイドローブの代わりにヌル点を向けることにより，

所望の方向以外からの到来波の受信を最小化した到来方向推定法である．ビーム

フォーマ法と Capon法は，到来波数情報が未知でも到来方向推定が可能であり，

アレーのメインローブを到来方向に向けて受信し，その受信電力の大きさから到

来方向を推定する方法であるため，メインローブの太さ（ビーム幅）により角度

分解能が変化する．

ヌル点の走査による到来方向推定法は，同一条件下であれば，メインローブの

走査による到来方向推定法より高い分解能で到来方向を推定できる．その理由は，

メインローブ又はサイドローブは，アンテナ素子数に応じて，ある程度のビーム幅

が存在するが，ヌル点は各ローブのビーム間に存在する谷間であり，各ビーム幅に

比べ，細くて鋭いためである．このヌル点を利用した到来方向推定法の代表的手

法として，MUSIC（MUltiple SIgnal Classification）法 [3]，[4]がある．MUSIC法

は，現在最も注目されている手法の 1つであり，MUSIC法を基礎とした手法が多

くの研究により提案されている．MUSIC法では，ヌル点を走査するため，アレー

の受信信号の相関行列 (アレーアンテナの各素子間の位相差を表す行列)の固有値

と固有ベクトルを分解した後，熱雑音電力に等しい固有値に対応する固有ベクト

ルの全てが到来波の方向ベクトル（アレーアンテナの位相基準点とアンテナ素子

との位相差を表すベクトル）と直交することを利用して（部分空間法と呼ばれる），

角度スペクトラムを求める．MUSIC法は，分解能が高く，高精度な到来方向推定

法であるが，正確な到来波数情報が必要となる．また，複素数を成分にもつ行列・

ベクトル演算を用いるため，演算負荷が大きく，推定速度は遅い．
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MUSIC法と異なってヌル点の走査を必要とせず，方程式の解による到来方向推

定法として，ESPRIT（Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance

Techniques）法 [5]，[6]がある．このESPRIT法も，MUSIC法と同じく現在最も

注目されている手法の 1つであり，ESPRIT法を対象とした研究も多く行われて

いる．ESPRIT法は，2つの同形なアレーの平行移動による位相差を推定し，この

位相差から到来方向を推定する手法である．実際には平行移動ではなく，アレー

を 2つのサブアレーに分割し，擬似的に平行移動を実現することが多い．ESPRIT

法の演算も複素数による演算であるが，全方向に対する角度スペクトラムを必要

としないため，MUSIC法に比べて演算速度は速い．ESPRIT法もMUSIC法と同

様に固有値・固有ベクトルを利用するため，正確な到来波数情報が必要となる．そ

こで，前述したように，部分空間法である到来方向推定法を適用するには，事前

に到来波数を推定する必要がある．主な到来波数推定法として，固有値分解を用

いた AIC（Akaike’s Information Criterion）法 [7]，MDL (Minimum Description

Length)法 [8]，QR分解を用いたMENSE（Method for Estimating the Number

of Signals without Eigendecomposition）法 [9]及びMENSE法の改良法 [10]，[11]，

[12]等があるが，その中でも特に松原らによる手法 [12]は高精度な到来波数推定法

であると知られている [12]．部分空間法では，事前に正確な到来波数情報が必要で

あるため，到来方向推定の精度は，到来波数推定の精度に依存してしまう．また，

一般にはMUSIC法の推定精度より，ESPRIT法の推定精度の方が低い [13]．

これまで説明した手法では，到来波が互いに無相関であることを仮定している

が，マルチパス伝搬状況下においては反射波と干渉波が多く存在するため，受信

波に複数の相関波が存在してしまう．このため，受信信号の相関行列のランクが

落ちてしまい，到来方向推定の精度が低下する問題点がある．

このような受信信号の相関行列のランク落ちを避けるため，MUSIC法等を適用す

る際に，事前処理として空間平均法であるFOSS（Foward Only Spatial Smoothing）

法 [14]等が提案されている．この手法では，元のアレーを各サブアレーに分割し各サ

ブアレーの相関行列の平均によりフルランクの相関行列が得られる．しかし，空間
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平均法では，元のアレーより小さい複数のサブアレーを用いることにより，アレー

開口長（直線状のアレーでは，アレー開口長とはアレーの全ての素子を含む長さ）

が小さくなってしまうため，推定精度が低下するという問題点がある [14]．FOSS

法より推定精度を上げるため，FBSS（Forward/Backward Spatial Smoothing）[15]

が提案されている．FBSS法は，相関波が存在する場合においても高精度な推定が

可能であり，同じアレーアンテナを用いると，FOSS法より多くの到来波数に対応

できるが，FOSS法と同様にアレー開口長が小さくなる問題点がある．

空間平均処理による相関対策を必要とせず，相関波が存在する場合に対応できる

手法として，最尤推定法に基づくEM（Expectation Maximization ML）法 [16]及

び SAGE（Space-Alternating Generalized Expectation-Maximization Algorithm）

法 [17]等がある．これらの手法では，到来方向以外に多くのパラメータを推定する

ことができる利点があるが，複雑な最適化処理を導入しているため計算量が問題

となることと，到来波数情報が既知として必要であることや，到来方向の推定精

度が与える初期値に依存してしまうという不安定性があること等で，アプリケー

ションには不向きである [18]，[19]．

ESPRIT法を改良した手法である ESPRIT-like [20]法では，中心対称一様線形

アレーアンテナが用いられ，全ての相関行列の行成分に対し，それぞれに対応する

テプリッツ行列を構成した後にESPRITアルゴリズムを用いて到来方向を推定す

る．この方法も相関波が存在する場合において到来方向が推定可能であるが，正

確な到来波数情報が必要となることと，雑音が大きい場合に推定精度が低下する

問題点がある.

ZhangらはMUSIC-like法 [21]を提案しており，これは到来波数情報がなくても

到来方向を推定できる手法である．しかし，閾値の設定が必要となることと，相

関波が存在する場合に推定精度が低下する問題がある．

QianらはESPRIT-like法と同様の複数のテプリッツ行列を利用して，相関波が

存在する環境下において，到来波数情報がなくても到来方向を推定できる高精度

な手法を提案している (Qian手法と呼ぶ) [22]．このため，Qian手法では，方向推
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定の精度が到来波数推定の精度に依存しないという利点がある．しかし，雑音が

大きい場合とスナップショット数が少ない場合において，推定精度が低下する問題

点がある．この問題点に対処し，未知の到来波数に対しても高精度な到来方向推

定を実現することが本研究の一番目の課題である．

一方で，実アレーを用いてMUSIC法やQian手法を適用すると，アレー素子数

以上の到来波に対して到来方向推定は不可能である．例えば，MUSIC法では，M

素子を持つ実アレーの線形アレーに対して (M − 1)個までの到来波に対応可能と

なる．従って，多数の到来波に対して到来方向を推定する場合，アレーの素子数が

増加するという問題がある．このようなことから，到来波数がアレー素子数よりも

多い場合，つまり劣決定と呼ばれる [23]場合においても方向推定を行なうために，

アレー形状を特殊な形にして，実アレーから仮想アレーにすることで，アレーの素

子数以上の到来波数に対しても到来方向推定が可能な手法が注目されており多く

研究されている [24]，[25]．主な仮想アレーとして，古くから提案された最小冗長

アレー（MLA: Minumum Redundancy Array）[26]，Golombらが提案したアレー

（MHA: Minimum Hole Array）[27]等があるが，これらのアレーでは，任意の物

理素子数に対する最適なアレー構成が求められない問題点があるため，アレーの

性能の一般的な分析や評価は困難である [28]．さらに，アレー素子数が多い場合，

アレーの受信信号の相関行列を求めることが困難である [28]．近年，Palらにより，

MLAアレーとMHAアレーより簡単な構成で到来方向推定に扱いやすいネステッ

ドアレー（Nested Array）[29]とコプライムアレー（Coprime Array）[30]が提案

されており，多くの研究者に注目されている．ネステッドアレーでは近接してい

る素子が多く存在しているため，素子間相互結合の影響が大きいので到来方向推

定精度が低下している．それに対して，コプライムアレーの構成が容易な割には

方向推定の性能が比較的良いので，注目されている [28]．この理由により，本研

究でもコプライムアレーを対象とする．コプライムアレーは，素子数が互いに素

である異なる 2つの一様線形アレー（ULA: Uniform Linear Array）に対し最初の

素子を共有して一直線に結合した形の線形アレーである．また，元のアレーの受

7



信信号の相関行列をベクトル化することにより，元のアレーより開口長が大きな

仮想アレーが得られる．これは差分アレー（Difference Co-array）と呼ばれる．得

られた差分アレーから仮想のULAを抽出し，元のアレーより開口長が大きい仮想

ULAが得られる．求めた仮想ULAに対し空間平均を行った後に，MUSIC法等を

適用すると高精度な到来方向推定ができる．これをPal手法と呼ぶ [30]．この手法

は，M 素子のコプライムアレーを用いると，M2オーダーの到来波数まで対応可

能となるという大きな利点を持つ．しかし，Pal手法では，元のアレーの相関行列

の一部のみ利用することや，空間平均処理を適用すること等で，到来方向の推定

精度及び推定速度が低下する問題点がある．

Pal手法では，コプライムアレーから差分アレーに拡張した後に，差分アレーか

ら仮想のULAを抽出することで，一部の仮想素子が切り捨てられてしまう．その

ため，サンプルデータが無駄になり，また得られる仮想のアレーの開口長が縮小

される．これらの問題点を改良するため，Liuらは核型ノルムによる補間を行い，

仮想アレーの開口長を大きくして，Pal手法より高い推定精度を得て，さらに対応

できる到来波数も多くした (以降，Liu手法と呼ぶ)[31]．

Pal手法及びLiu手法のように，アレー素子数以上の到来波に対して高精度な到

来方向推定を実現することが本研究の二番目の課題である．

以上の到来方向推定法の特徴を表 1.1に示す．

1.2 研究目的

本研究では，まず，前述した 2つの課題の解決を目的とする．最初に，未知の到

来波数に対して高精度な到来方向推定を実現するために，Qian手法を改良して推

定精度を向上させる．次に，アレー素子数以上の到来波に対して高精度な到来方

向推定を実現するために，Pal手法より推定精度を向上できる改良法を提案する．

さらに，これら 2つの課題に対する研究成果を用いて，未知の到来波数情報に対

するアレー素子数以上の到来波数に対応できる高精度な方向推定を実現すること

を目的とする．
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表 1.1: 到来方向推定法の概略

アレー 到来波数 到来波数 到来方向 到来方向対応可能な文献
構成 情報 推定法 推定法 推定精度 到来波数

実アレー

必要 (既知)

Beamformer ×

素子数未満

[1]

MUSIC △ [3]

必要 ESPRIT △ [5]

(AIC等) ESPRIT-like △ [20]

FOSS-MUSIC △ [14]

FBSS-MUSIC ⃝ [15]

不要 (未知) 不要
MUSIC-like △ [21]

Qianら ⃝ [22]

Capon ×
素子数以上

[2]

仮想
必要 (既知)

必要 Palら-MUSIC △ [30]

アレー (AIC等) Liuら-MUSIC ⃝ [31]

※推定精度: ⃝が良い，△が普通，×が悪い

1.3 論文構成

本論文の構成は次のとおりである．第 1章では研究の背景及び目的について述

べた．続く第2章ではアレーアンテナ及び信号のモデルについて説明した後，従来

の代表的な到来方向推定法について説明する．第 3章では一つ目の課題である未

知の到来波数に対する高精度な到来方向推定法の研究成果について説明する．次

に第 4章では 2つ目の課題であるアレー素子数以上の到来波に対する高精度な到

来方向推定法の研究成果について説明した後，第 5章では 2つの課題に同時に対

処する研究成果を説明し，計算機シミュレーションにより提案法の有効性を示す．

最後に，第 6章では本研究のまとめを述べる．
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第2章 アレーアンテナを用いた到来
方向推定

本章では，本研究で利用するアレーアンテナと信号のモデルの設定について述べ

る．次に，到来方向推定において良く知られているMUSIC法について説明する．

2.1 アレーアンテナと信号のモデル

2.1.1 アレーアンテナ

複数個のアンテナ素子を配列したものをアレーアンテナと呼ぶ．アレーアンテ

ナでは，各アンテナ素子の受信信号の位相の差を使用することにより，到来方向を

推定することが可能である．アレーアンテナを構成するためのアンテナ素子の配

列は，図 1.1に示したように直線状のリニアアレーや，格子状のグリッドアレー，

円形状のサーキュラーアレー等いろいろ考えられる．このうちリニアアレーは構

成が容易で，信号の数式化も他のアレー形状より単純であり，良く利用されている

ため，本研究でもリニアアレーを対象とする．この章では，図 2.1に示すように，

リニアアレーの一種である素子間隔が等しい一様線形アレーアンテナを使用する．

2.1.2 信号のモデル

無指向性のM 個のアンテナ素子からなるULAに無限遠にある波源から 1波が

到来したとする．図 2.1に示すように基準点から測って θ ∈ [−90◦, 90◦]の方向から

入射する．この θを到来角度といい，時計回りを正とする．到来波の内，異なる

2波の到来方向からなる角度 (≤ 180◦)を到来間隔と呼ぶことにする．アンテナ素

10



���⊵

⊵≤ ≳≩≮ ⊵

∲≤ ≳≩≮ ⊵

∨≭⊡ ∱∩≤
≤

∨≭ ⊡ ∱∩≤ ≳≩≮ ⊵

≹≍∨≴∩ ≹≭∨≴∩ ≹∳∨≴∩ ≹∲∨≴∩ ≹∱∨≴∩

��� ≸∨≴∩

図 2.1: 一様線形アレーアンテナへの到来波

子の間隔を d,ある時刻 tに基準点で到来波のみを受信した場合の信号を x(t)，m

番目 (m = 1, 2, . . . ,M)のアンテナ素子で受信される信号を ym(t)とする．この時，

空間的なアンテナ素子の配置により，隣り合った素子では電波の伝搬路に d sin(θ)

の距離の差があることが分かる．従って，1番目の素子とm番目の素子では電波

の伝搬路に (m− 1)d sin(θ)の距離の差があり，cを到来波の伝播速度とすると，電

波の到来に

τm =
(m− 1)d sin(θ)

c
(2.1)

の時間差が生じる．式 (2.1)より τmが分かれば，到来方向 θを求めることができ

る．時刻 tに 1番目の素子で受信される信号を y1(t) = x(t)とすれば，m番目のア

ンテナ素子で受信される信号 ym(t)は次のようになる．

ym(t) = x(t− τm)

= x

(
t− (m− 1)d sin(θ)

c

)
(2.2)

次に，アレーアンテナの信号処理において基礎である解析信号について説明す

る．実環境上の信号が実数に数値化されたものを実信号というが，複素数化され

たものは解析信号という．アレーアンテナにおいて受信信号の処理を簡単化する
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ため，解析信号が用いられる [32]．到来波 x(t)の実信号を x(Re)(t)とすると，実信

号 x(Re)(t)から解析信号 x(t)へ変換する方法は以下のようになる．実信号 x(Re)(t)

に対しヒルベルト変換 [33]を行うことで x(Re)(t)より位相を π
2
遅らせた x(Im)(t)を

作成した後に，以下の式のように解析信号の x(t)を定義する．

x(t) = x(Re)(t) + jx(Im)(t) (2.3)

ここで，jは虚数単位として j =
√
−1である．到来波 x(t)の周波数を f（実数の

定数）とし，到来波の帯域幅（周波数成分の広がり）∆fがアレー開口長 (M − 1)d

に対して十分狭く，以下の式を満たすとする．

2π∆f
(M − 1)d

c
≪ 1 (2.4)

このとき，信号 x(Re)(t)の振幅，位相量をそれぞれE(t)，δ（実数の定数）とする

と，一般的に実信号 x(Re)(t)は次のように表示することができる．

x(Re)(t) = E(t) cos
(
2πft+ δ

)
(2.5)

上の実信号 x(Re)(t)を解析信号 x(t)に変換し，cos
(
δ − π

2

)
= sin (δ)となることに

注意し，オイラーの公式を利用すると次のようになる．

x(t) = E(t) cos
(
2πft+ δ

)
+ jE(t) cos

(
2πft+ δ − π

2

)
= E(t)

(
cos

(
2πft+ δ

)
+ j sin

(
2πft+ δ

))
(2.6)

= E(t)ej
(
2πft+δ

)
ここで，到来波の波長を λ = c/f とすると，第m素子での到来波 xm(t)を式 (2.2)

を用いて以下のように表すことができる．

xm(t) = E(t)ej
(
2πf(t−τm)+δ

)
= e−j2πfτmE(t)ej(2πft+δ)

= e−j2πfτmx(t) (2.7)

= e−j 2π
λ
(m−1)d sin(θ)x(t)
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このように，m番目のアンテナ素子の受信信号 xm(t)は基準点の受信信号 x(t)の

e−j 2π
λ
(m−1)d sin(θ)倍となる．以後，全ての信号は解析信号とする．

次に，m番目のアレーアンテナ素子の受信信号 ym(t)について説明する．受信

信号 ym(t)はm番目のアレーアンテナ素子での到来波 xm(t)とm番目のアレーア

ンテナ素子で発生する内部雑音wm(t)の和である．

ym(t) = xm(t) + wm(t)

= e−j 2π
λ
(m−1)d sin(θ)x(t) + wm(t) (2.8)

これより，M 素子アレーアンテナの入力ベクトル y(t) = [y1(t), y2(t), . . . , yM(t)]T

は，次のようになる．

y(t) = a(θ)x(t) +w(t) (2.9)

a(θ) =
[
1, e−j 2π

λ
d sin θ, e−j 2π

λ
2d sin θ, . . . , e−j 2π

λ
(M−1)d sin θ

]T
(2.10)

w(t) = [w1(t), w2(t), . . . , wM(t)]T (2.11)

ここで，[·]Tは転置を表す．また，ベクトルa(θ)は方向ベクトルと呼ばれる．さらに，

各アンテナで発生する内部雑音wm(t)は白色ガウス雑音であり，wm(t), wm′ (t) (m ̸=

m
′
; m,m′ = 1, 2, . . . ,M)は互いに無相関であるとする．

これまでは，到来波が 1波と仮定していたが，図 2.2のように複数の到来波がア

レーアンテナに到来する場合を考える．互いに無相関なP (> 1)個の到来波 s(t) =

[s1(t), s2(t), . . . , sP (t)]
T が方向 θp (p = 1, 2, . . . , P )からアレーアンテナに到来する

場合を考える．このとき，m番目のアレーアンテナ素子の受信信号 ym(t)は以下

のようになる．

ym(t) =
P∑

p=1

e−j 2π
λ
(m−1)d sin θpsp(t) + wm(t) (2.12)
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図 2.2: M 素子の一様線形アレーアンテナ（P 波が到来）

従って，アレーアンテナの入力ベクトル y(t)は次のようになる．

y(t) = As(t) +w(t) (2.13)

A = [a(θ1),a(θ2), . . . ,a(θP )] (2.14)

s(t) = [s1(t), s2(t), . . . , sP (t)]
T (2.15)

ここで，AはM × P 行列で，方向行列と呼ばれる．また，s(t)は到来波の信号ベ

クトルであり，sp(t) (p = 1, 2, . . . , P )は時刻 tに基準点で受信した p番目の到来波

の信号を表す．式 (2.13)により，アレーアンテナの受信信号ベクトル y(t)は方向

行列A, 到来波の信号ベクトル s(t)及び内部雑音ベクトルw(t)で表すことができ

る．実際の y(t)の値はアレーアンテナより取得することは可能だが，A，s(t)と

w(t)の値は未知である．シミュレーション等では，アンテナの受信信号を作成す

る際に，A，s(t)とw(t)を作成してから式 (2.13)を用いて y(t)を作成することが

多い．

ここで，方向行列Aについて説明する．到来方向 θp (p = 1, 2, . . . , P )は全て異

なるものとすると，式 (2.10)及び式 (2.14)により，方向行列AはM × P ヴァン

デルモンド行列 [32]となる．P ≤ M と仮定すると，行列Aの最初の P 行の部分
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行列A
′
を取り出すと，行列A

′
は次のようになる．

A
′
=

[
a

′
(θ1),a

′
(θ2), . . . ,a

′
(θP )

]
(2.16)

a
′
(θ) =

[
1, e−j 2π

λ
d sin θ, e−j 2π

λ
2d sin θ, . . . , e−j 2π

λ
(P−1)d sin θ

]T
(2.17)

ここで，

b = [b1, b2, . . . , bP ]

=
[
e−j 2π

λ
d sin θ1 , e−j 2π

λ
d sin θ2 , . . . , e−j 2π

λ
d sin θP

]
(2.18)

とすると，行列A
′
の (q, r)成分A

′
(q, r)は以下のように表すことができる．

A
′
(q, r) = (br)

q, 1 ≤ q, r ≤ P (2.19)

ヴァンデルモンドの行列式 [34]より，行列A
′
の行列式は以下のようになる．

det(A
′
) =

∏
1≤q<r≤P

(bq − br) (2.20)

ここで，到来方向 θp (p = 1, 2 . . . , P )が全て異なると仮定しているため，q ̸= rに

対して θq ̸= θrである．このとき，e−j 2π
λ
d sin θq ̸= e−j 2π

λ
d sin θr となることを示す．も

し，逆に

e−j 2π
λ
d sin θq = e−j 2π

λ
d sin θr (2.21)

と仮定すると，次の式が得られる．

2π

λ
d sin θq =

2π

λ
d sin θr + 2mπ, m :整数 (2.22)

すなわち，

sin θq = sin θr +
mλ

d
(2.23)

となる．ここで，アレーの素子間隔 dを到来波の半波長とする．その理由は，前

章の図 1.3に説明したアレーアンテナの指向性パターンに関連する．素子間隔は大
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きい場合には，電波が到来していない方向でもメインローブの虚像であるグレー

ティングローブ（Grating lobe）が発生しやすくなり，到来方向を正しく推定でき

ない問題がある [32]．この現象はエイリアシング（Aliasing）とも呼ばれる．その

ため，最適な素子間隔は半波長となり，実際にも素子間隔は半波長とすることが

多い．そのため，d = λ
2
とすると，上の式 (2.23)は次のようになる．

m =
sin θq − sin θr

2
(2.24)

ここで，−π
2
≤ θq, θr ≤ π

2
により，−1 ≤ sin θq, sin θr ≤ 1であることと，mは整数で

あることから，上の式が成り立つならば，m = −1, 0, 1のいずれかとなる．m = ±1

の場合，sin θq = ±1, sin θr = ∓1となるので，θq = ±π
2
, θr = ∓π

2
となる．m = 0

の場合，sin θq = sin θrとなるので，θq = θrとなる．このため，sin θq = sin θrとな

るのは，θq = θrまたは θq = ±π
2
, θr = ∓π

2
のときのみとなる．

実際に，エンドファイア方向（θ = ±π
2
）から電波が到来した場合には，到来

方向の推定が困難であるため，−π
2
< θq, θr <

π
2
とする．これより，θq ̸= θrのと

き，e−j 2π
λ
d sin θq ̸= e−j 2π

λ
d sin θr となる．このとき，式 (2.20)により det(A

′
) ̸= 0な

ので，行列A
′
は正則行列であり，列ベクトルは一次独立となる．一次独立とは，

ある複数のベクトル vn (n = 1, . . . , N)と複数の係数 kn (n = 1, . . . , N)に対して

k1v1 + · · · + kNvN = 0が成り立つのが，k1 = k2 = · · · = kN = 0のときに限る場

合をいう．また，行列A
′
のランク（rank(A

′
)と記述する）は行列A

′
の列ベクト

ルが一次独立となる最大の列数と等しいので，A
′
のランクが P となる [36]．この

ことにより，方向行列Aの列ベクトルも一次独立となり，ランクは列数と等しく

P となる．M × P 次の行列Aが，rank(A) = min(M,P )を満たすとき，Aはフ

ルランク行列と呼ばれる．Aはフルランク行列となることが分かる．

アレーアンテナの入力信号に対して到来方向を推定する際，アレーアンテナの入

力信号 y(t)が時間的に変化するので，統計的な取扱いが必要となる．そこで，ア

レーアンテナの各アンテナ素子間の位相差を表す行列として受信信号の相関行列
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を利用する．相関行列は以下の式で定義される．

R = E
[
y(t)yH(t)

]
(2.25)

=


E [y1(t)y1

∗(t)] E [y1(t)y2
∗(t)] · · · E [y1(t)yM

∗(t)]

E [y2(t)y1
∗(t)] E [y2(t)y2

∗(t)] · · · E [y2(t)yM
∗(t)]

...
...

. . .
...

E [yM(t)y1
∗(t)] E [yM(t)y2

∗(t)] · · · E [yM(t)yM
∗(t)]

 (2.26)

ここで，RはM 次正方行列であり，E[·]はアンサンブル平均（期待値），(·)H は

複素共役転置，(·)∗は複素共役を表す．アンサンブル平均とは，同一条件下におい

て，ある特定の時点における多数の測定値の平均のことである．一方で，時間平

均とは，ある時間帯における多数の測定値の平均のことである．このアンサンブ

ル平均と時間平均が等しくなる性質をエルゴード性といい，受信信号がエルゴー

ド性を満たすと仮定し，式 (2.25)を時間平均により求めることとする．観測時間

帯におけるサンプリング数（スナップショット数と言う）をKとすると，式 (2.25)

を次式による時間平均により求める．

R =
1

K

K∑
t=1

y(t)yH(t) (2.27)

このとき，tは時刻ではなく，t番目のスナップショットとなる．また，方向行列A

は tによらないことに注意し，式 (2.13)を式 (2.25)に代入すると，以下のように

なる．

R = E
[(
As(t) +w(t)

)(
As(t) +w(t)

)H]
= E

[(
As(t) +w(t)

)(
sH(t)AH +wH(t)

)]
(2.28)

= E
[
As(t)sH(t)AH

]
+E

[
As(t)wH(t)

]
+E

[
w(t)sH(t)AH

]
+E

[
w(t)wH(t)

]
= AE

[
s(t)sH(t)

]
AH+AE

[
s(t)wH(t)

]
+E

[
w(t)sH(t)

]
AH+E

[
w(t)wH(t)

]
ここで，内部雑音電力を ρ2とし，全てのアンテナ素子において内部雑音電力が等し

いと仮定する．各素子間の内部雑音は無相関であると仮定しているため，E
[
w(t)wH(t)

]
はM次の対角行列で，対角成分が ρ2であり，その他の全ての成分が 0となる．IM

17



をM 次単位行列とすると，E
[
w(t)wH(t)

]
= ρ2IM となる．また，到来信号と内

部雑音が無相関であると仮定すると，E
[
s(t)wH(t)

]
= 0，E

[
w(t)sH(t)

]
= 0とな

る．ここで，E
[
s(t)sH(t)

]
= Cと置く．Cは到来波の自己相関行列と呼ばれる．

式 (2.25)は以下のようになる．

R = ACAH + ρ2IM (2.29)

式 (2.29)の右辺に注目すると，A,C, ρは全て未知であるため，実際には式 (2.29)

は数式の導出やシミュレーションに利用されることが多く，測定値として相関行

列Rを求める際は，式 (2.27)を用いるので，注意する必要がある．

2.2 従来の到来方向推定法の概要

ここで，前節で説明したアレーアンテナ及び信号モデルに基づいて，図 2.2のよ

うにM素子の一様線形アレーアンテナにP (≥ 1)個の到来波が入射すると仮定し，

従来の到来方向推定法であるMUSIC法について説明を行う．

2.2.1 MUSIC法

MUSIC法 [4]は，アレーの受信信号の相関行列の固有値と固有ベクトルを分解

した後，熱雑音電力に等しい固有値に対応する固有ベクトルの全てが到来波の方

向ベクトルと直交することを利用して，角度スペクトラムを求め，これのピーク

サーチにより到来方向を推定する手法である．MUSIC法では，到来波は全て互

いに無相関であることと，到来波数 P が既知で，アレー素子数M 未満，つまり

P ≤M − 1であることが前提条件である．

前節のように，アレーアンテナの相関行列は以下のようになる．

R = E
{
y(t)yH(t)

}
= ACAH + ρ2IM (2.30)
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また，到来波は全て互いに無相関であることに注意し，式 (2.25)及び式 (2.26)を

用いると，到来波の自己相関行列Cは以下のように表すことができる．

C = E
[
s(t)sH(t)

]
(2.31)

=


E [s1(t)s1

∗(t)] 0 · · · 0

0 E [s2(t)s2
∗(t)] · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · E [sP (t)sP
∗(t)]

 (2.32)

これにより，行列Cは対角行列となり，ランクが P となることが分かる．一般的

な行列X,Y に対して成り立つ次の式

rank(XY ) ≤ min
(
rank(X), rank(Y )

)
(2.33)

を利用すると，

rank
(
ACAH

)
= rank

(
(AC)AH

)
≤ min

(
rank(AC), rank(AH)

)
(2.34)

≤ min
(
rank(A), rank(C), rank(AH)

)
(2.35)

となるので，rank(ACAH) ≤ P となる．AとCが共にフルランクでランクが P

なので，行列ACAH のランクは P となる．ここで，zを任意の複素数の要素か

らなるM × 1のベクトルとすると，

zHACAHz = E
{
zHAs(t)s(t)HAHz

}
= E

{
∥zHAs(t)∥2

}
≥ 0 (2.36)

が成り立つ．ここで，∥ · ∥はユークリッドノルムで，r = [r1, r2, . . . , rM ]T が縦ベ

クトル（列ベクトルとも呼ばれる）の場合，ユークリッドノルムは以下のように

なる．

∥r∥ =
√
rHr =

√
|r1|2 + |r2|2 + · · ·+ |rM |2 (2.37)

ここで，| · |は絶対値を表す．式 (2.36)を満たす行列ACAHは，非負定値エルミー

ト行列と呼ばれる．この行列の固有値を λi (i = 1, 2, . . . ,M)とし，対応する固有

ベクトルを viで表すと

ACAHvi = λivi (2.38)
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となり，行列ACAH が非負定値エルミート行列であり，また，ランクが P であ

るため，固有値は実数で次の関係を持つ．

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λP > λP+1 = λP+2 = · · · = λM = 0 (2.39)

また，対応する固有ベクトルは次の式を満たす．

vH
i vk = δi,k =

{
1, i = k

0, i ̸= k
(2.40)

ここで，δi,kはクロネッカーのデルタである．このことから，異なる固有値に対応

する固有ベクトルは互いに直交する（ベクトルの内積が 0となる）ことが分かる．

同様に，相関行列Rの場合は，

Rvi = (ACAH + ρ2IM)vi

= ACAHvi + ρ2vi

= λivi + ρ2vi

= (λi + ρ2)vi, i = 1, 2, . . . ,M (2.41)

となる．これらの固有値は，内部雑音がないときの相関行列Rの固有値に内部雑

音の電力が上乗せされただけで，固有ベクトルは内部雑音の有無には無関係であ

ることが分かる．行列Rの固有値を λ′i (i = 1, 2, . . . ,M)とすると，行列ACAH

の固有値と内部雑音の電力との関係は

λ′i = λi + ρ2 (2.42)

となり，以下の関係が成り立つ．

λ′1 ≥ λ′2 ≥ · · · ≥ λ′P > λ′P+1 = λ′P+2 = · · · = λ′M = ρ2 > 0 (2.43)

上の式 (2.43)より，固有値が下降する順に並び替えると，最初の P 個の固有値は

雑音電力 ρ2より大きく，残りの (M − P )個の固有値が ρ2と等しい，これらの固

有値及び対応する固有ベクトルに注目すると，以下の式が得られる．

Rvi = λ′ivi = ρ2vi = ACAHvi + ρ2vi, i = P + 1, . . . ,M (2.44)
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従って，次の式が導かれる．

ACAHvi = 0, i = P + 1, . . . ,M (2.45)

式 (2.45)の左辺に注目すると，ACAHviを (AC)(AHvi)に書き換えることがで

きる．ここで，ACはM × P 次の行列であるため，AC = [r1, . . . , rP ]と置くこ

とができる．また，AHviはP × 1の縦ベクトルで，AHvi = [ci1, . . . , ciP ]
T と置く

と，式 (2.45)は次のように表すことができる．

ACAHvi = ci1r1 + · · ·+ ciPrP = 0, i = P + 1, . . . ,M (2.46)

ここで，行列AとCがともにフルランクで，ランクが P となるため，行列AC

のランクが P となりフルランクである．そのため，行列ACの全ての列ベクトル

rp (p = 1, . . . , L)が一次独立となるので，ci1 = · · · = ciP = 0となり，次の式が得

られる．

AHvi = 0, i = P + 1, . . . ,M (2.47)

すなわち，

aH(θp)vi = 0, p = 1, 2, . . . , P ; i = P + 1, . . . ,M (2.48)

となる．これより，熱雑音電力に等しい相関行列の固有値に対応する固有ベクト

ルは全て方向ベクトルと直交することが分かる．

ここで，固有ベクトルと方向ベクトルの関係について考える．式 (2.40) での

固有ベクトル {v1,v2, . . . ,vM}は一次独立で互いに直交するので，固有ベクトル

{v1,v2, . . . ,vM}はM 次元空間の正規直交基底とすることができる．このM 次元

空間は以下のような 2つの部分空間に分けることができる．

S = span {v1,v2, . . . ,vP} (2.49)

N = span {vP+1,vP+2, . . . ,vM} (2.50)
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ここで，span {·}は {·}を含む各列ベクトルにより張られた部分空間を表す．Sと

N をそれぞれP 次元の信号部分空間（Signal subspace）と (M −P )次元の雑音部

分空間（Noise subspace）と呼ばれ，SとN は互いに直交する関係がある．また，

式 (2.48)より，方向ベクトルにより張られた P 次元の部分空間

A = span {a(θ1),a(θ2), . . . ,a(θP )} (2.51)

も雑音部分空間N と直交する．Aと Sは同じ P 次元で，また共にN と直交する

ので，以下の関係が成り立つ．

A = S (2.52)

すなわち，P個の固有ベクトル{v1,v2, . . . ,vP}とP個の方向ベクトル{a(θ1),a(θ2),

. . . ,a(θP )}は同じ空間にある．

次に，到来方向推定について説明する．ここで，行列EN を

EN = [vP+1,vP+2, . . . ,vM ] (2.53)

と置くと，式 (2.48)は以下のように表すことができる．

aH(θp)EN = 0, p = 1, 2, . . . , P (2.54)

本来ならば，式 (2.54)が 0となる解を求めれば，到来方向を推定することができ

る．しかし，2.1.2に説明したように，相関行列Rは，式 (2.27)より求められる

ため，aH(θp)EN は 0にならない．ベクトル aH(θp)EN の長さについて考えると，

この長さは 0に近い値となる．複素数の横ベクトル aH(θp)EN の長さは以下の式

のように求められる．

∥aH(θp)EN∥2 = aH(θp)ENE
H
Na(θp) ≃ 0 (2.55)

式 (2.55)を用いて，以下のようにスペクトラム関数PMU(θ)が得られ，これはMU-

SIC法によるMUSICスペクトラムと定義される．

PMU(θ) =
1

aH(θ)ENEH
Na(θ)

(2.56)
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角度 θを−90◦から 90◦まで変化させたときのPMU(θ)を求めると，θ = θpのとき

に PMU(θ) = PMU(θp)が無限大に近い大きい値となる（ピークと呼ぶ）ので，そ

のピークとなる角度 θを到来方向として推定する．アレーアンテナの方位に対す

る受信感度が異なるため，式 (2.56)のPMU(θ)にaH(θ)a(θ)を掛けて正規化し，次

式としたものが多く用いられている．

PMU(θ) =
aH(θ)a(θ)

aH(θ)ENEH
Na(θ)

(2.57)

式 (2.56)及び式 (2.57)により，PMU(θ)を求めるためには，EN を求める必要があ

る．EN = [vP+1,vP+2, . . . ,vM ]として求めるには，到来波数 P の情報が必要であ

り，また P ≤ M − 1が必要となる．つまり，MUSIC法では，到来波数情報が既

知である必要があり，またアレー素子数未満の到来波のみ対応可能となる．

以上のMUSIC法のアルゴリズムを以下にまとめる．

1. 受信信号 y(t)から相関行列Rを式 (2.27)により求める．

2. Rを固有値分解し，固有値を下降順に並び替え，(P + 1)番目以降の固有値

に対応する固有ベクトルを用いて，式 (2.53)によりEN を求める．

3. 式 (2.57)によりPMU(θ)を求め，PMU(θ)のピークにより到来方向を推定する．
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第3章 未知の到来波数に対する到来
波の方向推定

第 1章で説明したように，本章では本研究の課題とした未知の到来波数に対す

る高精度な到来方向推定を述べる．まず，Qianらによる手法（Qian手法）につい

て説明して，その後，Qian手法を改良し，雑音が大きい場合とスナップショット

数が少ない場合において，相関波が存在する環境下で到来波数情報がなくても到

来方向を高精度に推定するQian手法の改良法を提案する．

3.1 Qian手法とその問題点

ここでは，Qian手法のアルゴリズム及び問題点について説明する．

3.1.1 アレーアンテナと信号のモデル

図 3.1のように，無指向性の (2M +1)素子の一様線形アレーアンテナを考える．

このアレーアンテナの左から右の方向に対して，アンテナ素子の番号を−M 番か

らM番とする．そのため，0番目の素子は中央となり，これを基準点とすると，ア

レーは 0番目の素子に関して対称となるので，この形のアレーは中心対称と呼ばれ

る．アンテナ素子の間隔を dとし，垂直線と到来波の入射する方向となる角度を到

来方向とし，時計周りを正とする．このアレーアンテナに無限遠にある波源から

P (≤M +1)個の到来波 sp(t) (p = 1, 2, . . . , P )が波長λ = 2dで, それぞれの到来方

向 θp(p = 1, . . . , P )から到来する場合を考える．スナップショット数をK，そして

t = 1, . . . , K をスナップショットの番号とする．このとき，m (= −M, . . . ,M)番

目の素子の受信信号の解析信号は，2.1.2の式 (2.12)と同様に次式のようになる．
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図 3.1: (2M + 1)素子の一様線形アレーアンテナに到来する到来波

ym(t) =
P∑

p=1

sp(t)e
−jπm sin θp + wm(t) (3.1)

ここで，wm(t)をm番目のアンテナ素子で発生する内部雑音の白色ガウス雑音と

し，互いに無相関であるとする．P 個の到来波の内，最初のQ (≤ P )個の到来波

が位相のみ異なる相関波と仮定し，その他の到来波と互いに無相関であると仮定

する．このため，第 1番目の到来波の s1(t)を用いて，このQ個の相関波を表すこ

とができる．ここで，p (p = 1, 2, . . . , Q)波目と到来波 s1(t)に対する振幅と位相ず

れのそれぞれを αp (α1 = 1)と ϕp (ϕ1 = 0)とし，βp = αpe
−jϕpとすると，p波目は

以下の式で表せる．

sp(t) = αpe
−jϕps1(t) = βps1(t), p = 1, 2, . . . , Q (3.2)

式 (3.2)を用いると，式 (3.1)は次のようになる．

ym(t) = s1(t)

Q∑
p=1

βpe
−jπm sin θp +

P∑
p=Q+1

sp(t)e
−jπm sin θp + wm(t) (3.3)

これより，アレーアンテナの受信信号ベクトル y(t)は次のようになる．

y(t) = [y−M(t), . . . , y0(t), . . . , yM(t)]T = As(t) +w(t) (3.4)
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ここで，s(t)は到来波の信号ベクトル，Aはアレーの方向行列，a(θ)はアレーの

方向ベクトル，w(t)はアレーの内部雑音ベクトルであり，次のようになる．

s(t) = [s1(t), s2(t), . . . , sP (t)]
T = [β1s1(t), . . . , βQs1(t), sQ+1(t), . . . , sP (t)]

T (3.5)

A = [a(θ1),a(θ2), . . . ,a(θP )] (3.6)

a(θ) =
[
ejπM sin θ, ejπ(M−1) sin θ, . . . , 1, . . . , e−jπ(M−1) sin θ, e−jπM sin θ

]T
(3.7)

w(t) =
[
w−M(t), w−(M−1)(t), . . . , 0, . . . , w(M−1)(t), wM(t)

]T
(3.8)

3.1.2 Qian手法

ここでは，Qian手法 [22]による到来方向推定について説明する．式 (3.4)のア

レーの受信信号ベクトルを用いて以下のように (2M+1)次の相関行列Rを求める．

R = E
[
y(t)yH(t)

]
(3.9)

=


E [y-M(t)y-M

∗(t)] E
[
y-M(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E [y-M(t)yM
∗(t)]

E
[
y-(M -1)(t)y-M

∗(t)
]
E
[
y-(M -1)(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E
[
y-(M -1)(t)yM

∗(t)
]

...
...

. . .
...

E [yM(t)y-M
∗(t)] E

[
yM(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E [yM(t)yM
∗(t)]


相関行列Rの (M +1)番目の行を 0行目とすると，Rの各行成分の番号は−Mか

らM の順となる．また，Rの (m,n)成分をR(m,n)とすると，R(m,n)は以下の

ようになる．

R(m,n) =E [ym(t)y
∗
n(t)] , m, n = −M, . . . , 0, . . . ,M (3.10)

式 (3.3)を式 (3.10)に代入すると，[20]の結果によりR(m,n)は以下のようになる．

R(m,n) =
P∑

p=1

ψm,pe
jπn sin θp + ρ2δm,n, m, n = −M, . . . , 0, . . . ,M (3.11)

ψm,p =

{
S1,1β

∗
p

∑Q
k=1 βke

−jπm sin θk , p = 1, . . . , Q

Sp,pe
−jπm sin θp , p = Q+ 1, . . . , P

(3.12)

Sk,p = E
{
sk(t)s

∗
p(t)

}
, k, p = 1, Q+ 1, . . . , P (3.13)
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ここで，ψm,pは p番目の到来波の自己相関をm素子分に対応する位相だけずらし

た量とし，ρ2は雑音電力とし，δm,nはクロネッカーデルタであり，Sk,pは k番目

と p番目の到来波の相関とする．Rのm (m = −M, . . . , 0, . . . ,M)行目をR(m, :)

とし，このm行目の全ての成分を用いて，対応するテプリッツ行列Rmを作成す

る．テプリッツ行列は，それぞれの対角線に載っている成分の値は全て同じとな

る行列である．Rmは以下になる．

Rm =


R(m, 0) R(m, 1) · · · R(m,M)

R(m,−1) R(m, 0) · · · R(m,M − 1)
...

...
. . .

...

R(m,−M) R(m,−M + 1) · · · R(m, 0)

 (3.14)

= ĀΨmĀ
H + ρ2IM+1,m ∈ C(M+1)(M+1) (3.15)

ここで，Ψm = diag {ψm,1, . . . , ψm,P}はP次の対角行列で対角成分{ψm,1, . . . , ψm,P}

を持つ．そして，IM+1,mは (M + 1)次の正方行列で，m番目の対角線の全ての成

分が 1であり，それ以外の全ての成分が 0であるもので，以下の式で定義される．

IM+1,m(k, l) = δk,l−m, k, l = 1, . . . ,M + 1 (3.16)

また，Ā = [ā(θ1), . . . , ā(θP )]は方向行列Aの部分行列で (M +1)×P 次方向行列

である．ā(θ) = [1, . . . , e−jπ(M−1) sin θ, e−jπM sin θ]T であり，方向ベクトル a(θ)の一

部である．

式 (3.16)により，m = 0のときのみ行列 IM+1,mが単位行列であり，それ以外の

m ̸= 0のときには，IM+1,mは単位行列でなくなってしまうため，式 (3.15)より到

来方向情報を持つテプリッツ行列Rmの固有ベクトルは，雑音の有無に依存して

しまう．Qianらは雑音が無視できるほど十分小さいと考え，テプリッツ行列Rm

を以下の式としている．

Rm = ĀΨmĀ
H =

P∑
p=1

ψm,pā(θp)ā
H(θp) (3.17)

式 (3.17)により，各テプリッツ行列Rmが Āにより同時対角化可能であるため，

Rmと Āが同じ列空間を張るため span {Rm} = span
{
Ā
}
となる．受信信号の
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相関行列Rの −m行目R(−m, :)とm行目R(m, :)が複素共役対称であるため，

R(−m, :) = R∗(m, :)J となる．ここで，J は交換行列であり，反対角線の全ての

成分が 1でそれ以外の全ての成分が 0である．これにより，R(−m, :)とR(m, :)

が同じ統計的な到来方向の情報を持つため，全ての (2M +1)個のテプリッツ行列

Rmの中で，最初の (M + 1)行成分に対応する (M + 1)個のみのテプリッツ行列

Rmだけが，異なる統計的な到来方向の情報を持つ．このため，最初の (M +1)行

のみを利用して (M + 1)個のテプリッツ行列Rmを作成し，これらのテプリッツ

行列を用いて，方向行列 Āの列空間を求めることで，到来方向を推定することが

できる．ここで，k (k = 1, . . . , P )番目の到来波に対しては，以下のようなベクト

ル bk ∈ C(M+1)がいつも存在する．

bk ⊥ span
{
[ā(θ1), . . . , ā(θk−1), ā(θk+1), . . . , ā(θP )]

}
(3.18)

式 (3.18)により，bpは θpに対応する方向ベクトル ā(θp)を除いた残りの (P − 1)

の方向ベクトルより張られた部分空間と直交する．従って，以下の式が得られる．

āH(θp)bk =

{
āH(θp)bk, p = k

0, p ̸= k
(3.19)

式 (3.17)の両辺の右側から bkを掛けて，式 (3.19)を用いると，次の式が得られる．

Rmbk =
P∑

p=1

ψm,pā(θp)ā
H(θp)bk = gm,kā(θk) (3.20)

ここで，gm,k = ψm,kā
H(θk)bkである．式 (3.20)により，もし θが真の到来方向で

あれば，以下の式が成り立つためのスカラー gmが存在する．gmは θによって変

化する値である．

Rmb = gmā(θ), −M ≤ m ≤ 0 (3.21)

ここで，b ∈ C(M+1)は縦ベクトルである．また，g = [g−M , . . . , g−1, g0]
T ∈ C(M+1)

とすると，式 (3.21)から次の最小化問題に書き換えることができる．

minimize
θ,b,g

Q(θ, b, g) =
0∑

m=−M

∥Rmb− gmā(θ)∥2 (3.22)

subject to ∥g∥2 = 1
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ここで，θ, b, gは最適化されるパラメータとなる．bと gのどちらも未知のパラ

メータであるため，式 (3.22)を直接 θ, b, gに対して最適解を求めることは困難で

ある．そのため，式 (3.22)を次のように変形する．

Q(θ, g, b) =
0∑

m=−M

(
Rmb− gmā(θ)

)H(
Rmb− gmā(θ)

)
= bH

(∑0

m=−M
RH

mRm

)
b− bH

(∑0

m=−M
gmR

H
mā(θ)

)
−
(∑0

m=−M
g∗mā

H(θ)Rm

)
b− āH(θ)ā(θ)

∑0

m=−M
|gm|2 (3.23)

ここで，

F =
0∑

m=−M

RH
mRm ∈ C(M+1)×(M+1) (3.24)

G(θ) =
[
RH

−M ā(θ), . . . ,RH
0 ā(θ)

]
∈ C(M+1)×(M+1) (3.25)

とおき，また，
∑0

m=−M |gm|2 = ∥g∥2 = 1及び āH(θ)ā(θ) = M + 1となることに

注意すると，式 (3.23)は次のようになる．

Q(θ, b, g) = bHFb− bHG(θ)g − gHGH(θ)b+M + 1 (3.26)

式 (3.26)の最適解を求めるために，θと gを固定して，bに対して偏微分を取った

ものを 0にすると，以下のようになる．

∂Q(θ, g, b)

∂b
= 2

(
Fb−G(θ)g

)
= 0M+1 (3.27)

ここで，0M+1は (M+1)要素のゼロベクトルで，全ての要素が 0である．式 (3.27)

より bの最適解が以下のように求められる．

b̂ = F †G(θ)g (3.28)

ここで，F †はF の擬似逆行列である．式 (3.28)を式 (3.26)に代入すると，式 (3.22)

の最小化問題は，以下のように簡単になる．

minimize
θ,g

Q(θ, g) =M + 1− gHGH(θ)F †G(θ)g (3.29)

subject to ∥g∥2 = 1

29



式 (3.29)の右辺に注目すると，M +1は定数で不変のため，Q(θ, g)の最小化を解

くことは，gHGH(θ)F †G(θ)gの最大化を解くことになる．F とG(θ)は (M + 1)

次正方行列であるため，GH(θ)F †G(θ)は (M +1)次正方行列となる．この行列の

固有値分解を行なうと，以下のようになる．

GH(θ)F †G(θ) =
M+1∑
m=1

µmumu
H
m (3.30)

ここで，µm (m = 1, . . . ,M + 1)は行列GH(θ)F †G(θ)の固有値であり，これらの

固有値に対応する固有ベクトルが um (m = 1, . . . ,M + 1)であり，最大の固有値

を µmaxとし，最大固有値に対応する固有ベクトルを umaxとする．そこで，行列

GH(θ)F †G(θ)とベクトル gに対するレイリー商R（Rayleigh quotient）[36]及び

最大の固有値 µmaxは次の関係を持つ．

R(
GH(θ)F †G(θ),g

) =
gHGH(θ)F †G(θ)g

gHg

=
gHGH(θ)F †G(θ)g

∥g∥2

= gHGH(θ)F †G(θ)g ≤ µmax (3.31)

これにより，gHGH(θ)F †G(θ)gの最大値は µmaxとなり，gはumaxとなる．この

とき，式 (3.29)は次のようになる．

minimize
θ

Q(θ) =M + 1−max eig
{
GH(θ)F †G(θ)

}
(3.32)

ここで，max eig {·}は行列 {·}の最大の固有値を表す．式 (3.32)の右辺の逆数を用

いて，以下のスペクトラム関数PQian(θ)を求める．

PQian(θ) =
1

M + 1−max eig {GH(θ)F †G(θ)}
(3.33)

MUSIC法と同様に，角度 θを−90◦から 90◦まで変化させたときのPQian(θ)を求

め，PQian(θ)がピークとなる角度 θを到来方向と推定する．

以下にQian手法のアルゴリズムをまとめる．

1. 受信信号の相関行列R ∈ C(2M+1)×(2M+1)を求める．
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2. 相関行列Rの最初の (M+1)行により，(M+1)個のテプリッツ行列Rm(m =

−M, . . . , 0)を作成し，式 (3.24)と式 (3.25)により行列F とG(θ)を求める．

3. 式 (3.33)によりスペクトラム関数PQian(θ)を求め，これのピークにより到来

方向を推定する．

Qian手法では，受信信号の相関行列Rの−m (m = −M, . . . ,−1, 0)行目R(−m, :)

とm行目R(m, :)が複素共役対称の関係を用いて，これらに対応するテプリッツ

行列R−mとRmは同じ到来方向の情報を持つと考えた．そのため，相関行列の全

部ではなく，その約半分 ((2M + 1)行の内の (M + 1)行)の行のみ利用して到来方

向を推定している．しかし，実際にはスナップショット数が有限であるため，第 1

の問題点としては，相関行列Rの−m行目とm行目の複素共役対称性が崩れてし

まうことがあげられる．従って，何らかの方法で相関行列の複素共役対称性を確

保することが必要である．

次に，第 2の問題点として，Qian手法は，式 (3.15)のテプリッツ行列Rmの雑音

を含む成分 ρ2IM+1,m ∈ C(M+1)(M+1)が無視できるほど十分小さいと考えているが，

実データには雑音が存在し，雑音が大きい場合に ρ2IM+1,mの影響により式 (3.17)

が成り立たなく，到来方向の推定精度が低下することが考えられる．このため，全

てのテプリッツ行列Rmから雑音を含む成分 ρ2IM+1,mをうまく推定して，それを

取り除くことが必要である．

3.2 提案法

この節では，前節で説明したようにQian手法の 2つの問題点を改良して到来方

向の推定精度を向上する手法を提案する [35]．まず，第 1の問題点に対する改良と

して，受信信号の相関行列Rに対し，3.1.2で説明した交換行列 J を利用して次

のように行列 R̄を求める．

R̄ =
(
R+ JR∗J

)
/2 (3.34)

31



このとき，R̄の各行が複素共役対称であることが次のようにして分かる．

R̄ =
1

2

(
E
[
y(t)yH(t)

]
+ JE

[
y∗(t)yT (t)

]
J
)

=
1

2


E [y-M(t)y-M

∗(t)] E
[
y-M(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E [y-M(t)yM
∗(t)]

E
[
y-(M -1)(t)y-M

∗(t)
]
E
[
y-(M -1)(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E
[
y-(M -1)(t)yM

∗(t)
]

...
...

. . .
...

E [yM(t)y-M
∗(t)] E

[
yM(t)y-(M -1)

∗(t)
]

· · · E [yM(t)yM
∗(t)]



+
1

2


E [yM

∗(t)yM(t)] E
[
yM

∗(t)y(M -1)
∗(t)

]
· · · E [yM

∗(t)y-M(t)]

E
[
y(M -1)

∗(t)yM(t)
]
E
[
y(M -1)

∗(t)y(M -1)
∗(t)

]
· · · E

[
y(M -1)

∗(t)y-M(t)
]

...
...

. . .
...

E [y-M
∗(t)yM(t)] E

[
y-M

∗(t)y(M -1)
∗(t)

]
· · · E [y-M

∗(t)y-M(t)]


(3.35)

式 (3.35)により，R̄のm (m = −M, . . . , 0, . . . ,M)行目と−m行目は以下のよう

になる．

R̄(m, :) =
1

2

[
E [ym(t)y-M

∗(t)] , E
[
ym(t)y-(M -1)

∗(t)
]
, · · · , E [ym(t)yM

∗(t)]
]

+
1

2

[
E [y-m

∗(t)yM(t)] , E
[
y-m

∗(t)y(M -1)
∗(t)

]
, · · · , E [y-m

∗(t)y-M(t)]
]

R̄(−m, :) =1

2

[
E [y-m(t)y-M

∗(t)] , E
[
y-m(t)y-(M -1)

∗(t)
]
, · · · , E [y-m(t)yM

∗(t)]
]

+
1

2

[
E [ym

∗(t)yM(t)] , E
[
ym

∗(t)y(M -1)
∗(t)

]
, · · · , E [ym

∗(t)y-M(t)]
]

=R̄∗(m, :)J (3.36)

求めた行列 R̄が元の受信信号の相関行列Rと同じ到来信号の情報を持ち，さらに

R̄のm行目と −m行目は複素共役対称である．これ以降は，R̄を用いて推定を

行う．

次に，第 2の問題点に対する改良として，雑音電力を推定し全てのテプリッツ

行列から雑音を含む成分を除去する．まず，第 1の問題点に対する改良で求めた

行列 R̄により雑音電力を推定する．P 個の到来波の中の最初のQ個の波が相関で

ある場合，行列 R̄の固有値を λm (m = 1, 2, . . . , 2M + 1)とすると，2.2.1で説明

したように，λ1 ≥ · · · ≥ λP−Q > λP−Q+1 = · · · = λ2M+1 = ρ2 > 0が成り立つので，
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雑音電力を R̄の最小の固有値として推定する．

ρ̂2 = min eig
{
R̄
}

= min {λ1, λ2, . . . , λ2M+1} (3.37)

ここで，min eig {·}は {·}の最小の固有値を表す．そして，式 (3.34)により R̄か

ら求めたテプリッツ行列 R̄mより雑音成分を除去し，雑音を含まないテプリッツ

行列 R̂mが得られる．以後の処理はこの R̂mを利用して行う．

R̂m = R̄m − ρ̂2IM+1,m (3.38)

そして，式 (3.24)と式 (3.25)より，G(θ) ∈ C(M+1)×(M+1)を以下のように求める．

F =
0∑

m=−M

R̂H
mR̂m (3.39)

G(θ) = [R̂H
−M ā(θ), . . . , R̂H

0 ā(θ)] (3.40)

以後はQian手法と同様に，式 (3.33)によりスペクトラム関数PQian(θ)を求め，こ

れのピークにより到来方向を推定する．

以下に提案法のアルゴリズムを簡単にまとめる．

1. Qian手法と同様に行列Rを求める．

2. 式 (3.34)より，行列 R̄を求める．

3. 式 (3.37)より雑音電力 ρ̂2を推定して，式 (3.38)よりテプリッツ行列 R̂mを

作成する．

4. Qian手法の 3.と同様に到来方向を推定する．

3.3 シミュレーションによる提案法の評価

ここでは，計算機シミュレーションを行なうことにより，Qian手法の改良法の

有効性を示す．
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3.3.1 シミュレーション環境と諸元

ここでは，Intel Core i7, 3.4GHz, RAM 16GB, Windows 7 64 ビット，MATLAB

R2013aの環境下で以下の表 3.1のシミュレーション諸元において，計算機シミュ

レーションにより提案法の到来方向の推定精度及び計算コストについて評価する．

アレーの素子間隔を到来波の半波長とし，SNR (Signal to Noise Ratio)は個々の

到来波の電力とアレー素子毎に発生する熱雑音電力の比とする．また，全ての到

来波は同電力であることを仮定する．

表 3.1: シミュレーション諸元

素子数M 9, 11, 17

素子間隔 d 0.5λ

到来波数 P 4

位相のみ異なる相関波数Q 2

スナップショット数K 10 ∼ 1, 000

入力 SNR −5 dB∼ 20 dB; 5 dB 刻み
M-MENSE法のサブアレーサイズ 4, 5, 8

FBSS-MUSIC法のサブアレーサイズ 6, 7, 10

試行回数
到来方向を固定した場合 2, 000回

到来方向をランダムに変化させた場合
40, 000回

(−80◦ ∼ 80◦で到来間隔 10◦以上)

3.3.2 到来方向推定誤差の比較

到来方向の推定精度の比較指標として式 (3.41)に定義された平均二乗誤差 (RMSE:

Root Mean Square Error)を用いる．

RMSE =

√√√√ 1

PT

T∑
k=1

P∑
p=1

(θ̂p,k − θp)2 (3.41)

ここで, T を試行回数とし，θpを p番目の到来波の真の到来方向とし，θ̂p,kを p番

目の到来波に対し k回目で推定した到来方向とする．
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この到来方向推定誤差のRMSEを用いて，SNRとスナップショット数Kを変化

させたときの提案法，Qian手法と，FBSS-MUSIC法の推定精度を比較する．到来

波数が未知としてM-MENSE法により到来波数を推定してから FBSS-MUSIC法

を用いた手法 (FBSS-MUSIC-MMENSE法)もここで比較を行う．そして，理論下

限値（CRB: Cramer-Rao Bound）も同時に示す．CRBは次式から求められる [37]．

CRB(θ) =
ρ2

2K

{
Re

[
(BHΦB)⊙RT

s

]}−1

(3.42)

ここで，Re [·]は [·]の実部を表し，θ = [θ1, . . . , θP ]，B = [b(θ1), b(θ2), . . . , b(θP )]，

b(θ) = ∂a(θ)
∂θ
である．また，⊙はアダマール積を表す．同じサイズM ×N を持つ

二つの行列X = (xm,n),Y = (ym,n) (m = 1, . . . ,M ;n = 1, . . . , N)に対して，それ

らのアダマール積X ⊙ Y は以下のように定義される．

X ⊙ Y =
(
xm,n · ym,n

)
1≤m≤M
1≤n≤N

(3.43)

また，Φ = I −A(AHA)−1AH であり，Rs = E
{
s(t)sH(t)

}
は到来波の自己相関

行列であり，Iは単位行列である．

ここでは，到来方向の値を固定した場合と，実環境に近いような状況で到来方

向がランダムな値とした場合の二つの場合に対して評価を行なう．

3.3.2.1 到来方向を固定した場合

ここで，アレー素子数11 (M = 5)のULAに同電力のP = 4波が−60◦,−40◦, 15◦,

55◦の方向から到来し，−60◦, −40◦の方向から来た波が相関であり，それ以外は

お互いに無相関と仮定する．

まずは，スナップショット数Kがそれぞれ 10と 100の場合において，SNRの値

を= −5 dBから 20 dBの 5 dB刻みで変化させ，2, 000回の試行回数での各手法の

SNRに対するRMSEを比較した結果を図 3.2に表す．
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図 3.2: 到来方向を固定した場合の SNRに対する推定精度
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図 3.2(a)により，到来方向を固定した場合の SNRに対する RMSEは，提案法

と FBSS-MUSIC法の推定精度がほぼ一致している．SNRが 0 dB以上の場合にお

いて，M-MENSE法により到来波数が 4波と正確に推定出来ているため，FBSS-

MUSIC-MMENSE法が提案法と同様に FBSS-MUSIC法と同じ推定精度が得られ

る．また，このとき，Qian手法の推定精度が，前述した 3つの手法の推定精度と

ほぼ同じとなる．しかし，SNRが 0 dB以下の場合において，M-MENSE法による

到来波数の推定が誤ってしまうため，FBSS-MUSIC-MMENSEの推定精度が大き

く低下した．このときにも，Qian手法も推定精度が大きく低下した．

図 3.2(b)では, スナップショット数K が多くなると，M-MENSE法を用いる場

合でも到来波数が正しく推定できるため，提案法とFBSS-MUSIC-MMENSE法と

FBSS-MUSIC法は同等の推定精度が得られる．一方，Qian手法では，低SNRにお

いて推定精度が大きく低下する傾向である．この結果により，スナップショット数

Kが大きければ大きいほど，第 2の問題に対する改良の効果が良いと考えられる．

次に，SNRの値がそれぞれ−5 dBと 15 dBの場合において，スナップショット

数Kを 10, 30, 100, 300, 1000のように変化させ，各手法のスナップショット数Kに

対するRMSEを比較した結果を図 3.3に表す．
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図 3.3: 到来方向を固定した場合のKに対する推定精度
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図 3.3(a)から分かるように，提案法の推定精度は FBSS-MUSIC法の推定精度

より向上する．SNRが −5 dBのため，M-MENSE法により推定した到来波数が

1波, 2波，3波と不正確になる場合があり, 完全に正しく推定出来ていないため，

FBSS-MUSIC-MMENSE法の推定精度が大きく低下している．また，Qian手法で

は，スナップショット数Kとあまり関係なく推定精度が悪い．

図 3.3(b)により，SNRが 15 dBの場合において，提案法，FBSS-MUSIC法と

FBSS-MUSIC-MMENSE法の推定精度がほぼ同じとなり，その次に Qian手法の

推定精度が前述した 3つの手法よりわずかに低下している．この結果により，雑

音が小さい場合においては第 2の問題点に対する改良の効果が少ないと分かった．

3.3.2.2 到来方向をランダムにした場合

3.3.2.1では，到来方向を固定して各手法のRMSEを比較していたが，これはあ

くまでその到来方向の値に限った場合のみの比較結果であり，この結果により各手

法の精度を評価することは十分であるとは言い難いと考える．また，実環境では

到来波が様々な方向から到来するため，実環境のようなシナリオでシミュレーショ

ンを行うことが重要である．このため，到来方向を−90◦から 90◦までの範囲内で，

ランダムに変化させて検証する．しかし，±90◦の方向，いわゆるエンドファイア

方向やエンドファイア方向の付近から到来した場合では到来方向の推定はあまり

うまくできないことが多い．従って，これらの場合の到来方向推定精度が悪化し

てしまう．また到来間隔が小さすぎると，推定精度も悪化するため，RMSEの比

較結果による性能評価の信頼性が低い．このため，シミュレーションでは，到来

方向については完全にランダムに変化するのではなく，到来波が−80◦から 80◦ま

での間で 10◦以上離れてランダムに到来すると仮定する．

ここで同電力の P = 4波 (最初のQ = 2波が相関)が到来方向−80◦から 80◦ま

での間で 10◦以上の到来間隔でランダムな方向から素子数 11 (M = 5)のULAに到

来すると仮定する．このとき，3.3.2.1と同様に，SNRの値を= −5 dBから 20 dB

の 5 dB刻みで変化させ，スナップショット数K を 10, 30, 100, 300, 1000のように
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変化させ，40, 000回の試行を行なう．

まずは，スナップショット数Kがそれぞれ 10と 100の場合において，各手法の

SNRに対するRMSEを比較した結果を図 3.4に表す．

図 3.4(a)により，推定精度の良い方から並べると，FBSS-MUSIC法，提案法，

Qian手法，FBSS-MUSIC-MMENSE法の順になる．

図 3.4(b)により, スナップショット数K が大きくなると (K = 100), 提案法は

FBSS-MUSIC法とほぼ同じ推定精度が得られている．このとき，M-MENSE法は

うまく到来波数を推定できて，推定精度の良い方から並べると，FBSS-MUSIC法，

提案法, FBSS-MUSIC-MMENSE法，Qian手法の順になる．

次に，SNRの値がそれぞれ−5 dBと 15 dBの場合において，各手法のスナップ

ショット数Kに対するRMSEを比較した結果を図 3.5に表す．

図 3.5(a)では，提案法と FBSS-MUSIC法の推定精度がほぼ同じとなる．この

とき，SNRが小さいためM-MENSE法は正しく到来波数を推定できないので，ス

ナップショット数Kが小さい場合ではFBSS-MUSIC-MMENSE法の推定精度が低

下する．

図 3.5(b)では, SNRが大きいため，提案法はFBSS-MUSIC法の次に高い推定精

度が得られている．このとき，M-MENSE法がうまく到来波数を推定できている

ことにより，FBSS-MUSIC-MMENSE法の推定精度が改善した．各到来方向推定

法において推定精度の良い方から並べると，FBSS-MUSIC法，提案法，Qian手

法，FBSS-MUSIC-MMENSE法の順になる．
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3.3.3 計算コストの比較

ここでは，提案法とQian手法の計算コストを比較するため，まずはそれぞれの

手法の理論的演算回数を比較する．その後，3.3.1と同じシミュレーション環境下

で，複数回実行させた際の推定時間の平均値を一回の推定時間とし，両者の一回

の推定時間の測定値の比較を行う．

3.3.3.1 演算回数の比較

まずは，提案法とQian手法の演算回数について評価する．演算回数は，複素数

の演算等で利用する実数の乗算と加算の回数とする．

Qian手法のアルゴリズムにより，一回の推定では，受信信号により求めた相関

行列Rを用い，テプリッツ行列RmとF，F †を求めた後，式 (3.33)により角度 θ

に対して−90◦から 90◦までの Tθ(正の整数)回をスキャンすることになる．そのた

め，Qian手法の一回の推定で利用する演算回数は，主に Tθ回のスキャンで P(θ)

の計算に利用する演算回数であると考えられる．

相関行列Rを求めるのに，O
(
(2M +1)2(8K− 2)

)
の演算回数が必要となる．次

に行列 F を求めるために，O
(
(M + 1)2(10M + 6)

)
の演算回数が必要となる．F

よりF †を求める際に，正方行列の逆行列における演算回数は列数の 3乗に比例す

ること [38]に注意すると，F †を求めるのにO
(
(M + 1)3

)
の演算回数が必要とな

る．さらに，P(θ)を計算するため，行列G(θ)，行列の積GH(θ)F †G(θ)，そして

最大固有値max eig
{
GH(θ)F †G(θ)

}
を計算するので，それぞれにおける演算回数

の総和がP(θ)の計算に利用する演算回数となる．正方行列の固有値における計算

回数が行列の列数の 3乗に比例すること [39]に注意すると，行列G(θ)，行列の積

GH(θ)F †G(θ)と最大固有値max eig
{
GH(θ)F †G(θ)

}
の計算における演算回数は

それぞれO
(
8M3

)
，O

(
16M3

)
，O

(
(M +1)3

)
となるため，Qian手法の演算回数は

O
(
(2M + 1)2(8K − 2) + (M + 1)2(11M + 7) + 25TθM

3
)
となる．

一方，提案法では，Qian手法と比べて，それぞれの問題点に対する改良を行な

う際に，それらによる演算回数の分が多くなる．第 1の問題点に対する改良では，
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式 (3.34)により，R̄を求めるためには，O
(
2(2M +1)2

)
演算回数が必要となる．第

2の問題点に対する改良では，雑音電力を推定するため，R̄の最小の固有値を求

めるので，演算回数はO
(
(2M + 1)3

)
となる．これにより，Qian手法の改良法の

演算回数はO
(
(2M +1)2(2M + 8K + 1)+ (M + 1)2(11M + 7)+ 25TθM

3
)
となる．

提案法とQian手法の演算回数を以下の表 3.2にまとめる．

表 3.2: 提案法とQian手法の演算回数

到来方向推定手法演算回数

Qian手法 O
(
(2M + 1)2(8K − 2) + (M + 1)2(11M + 7) + 25TθM

3
)

提案法 O
(
(2M + 1)2(2M + 8K + 1) + (M + 1)2(11M + 7) + 25TθM

3
)

各手法の一回の推定で利用する演算回数は，主に Tθ回のスキャンで P(θ)の計

算に利用する演算回数であると考えられ，この部分においては同じ演算回数とな

るので，両手法の演算回数はほぼ同じと考えられる．

3.3.3.2 推定時間の比較

ここでは，スキャンの角度刻み 1◦で，2, 000回の推定をした際の推定時間を平

均した一回の推定時間に関して，提案法とQian手法を比較する．3.3.1で示した

シミュレーション環境下で，到来波数P = 4, 相関波数Q = 2にして，アンテナの

素子数をそれぞれ 9 (M = 4)と 17 (M = 8)の場合に対して，表 3.3により提案法

とQian手法の一回の推定の時間を示す．

表 3.3: 提案法とQian手法の推定時間

到来方向推定手法
アレー素子数 2M + 1

= 9 (M = 4) = 17 (M = 8)

Qian手法 9.3ms 16.0ms

提案法 9.4ms 16.5ms
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表 3.3により，提案法の推定時間はほぼ Qian手法と同様になり，Qian手法の

改良法で行なった改良はあまり推定時間に影響を与えないと分かる．この結果は，

3.3.3.1の結果と対応している．

3.4 3章のまとめ

計算機シミュレーションの結果により，到来方向が固定している場合とランダ

ムに変化した場合のどちらも，提案法は未知の到来波数情報に対して，Qian手法

より推定精度が向上し，到来波数が既知としたFBSS-MUSIC法の推定精度とほぼ

近づいた，高い推定精度が得られている．また，3.3.3に示した結果により，提案

法の計算コストについてもQian手法と同程度の計算コストであるため，提案法の

有効性が確認できた [35]．

これによって，提案法は未知の到来波数に対して高精度に到来方向推定できる

ことが分かった．
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第4章 アレー素子数以上の到来波に
対する到来方向推定

第 1章で説明したように，本章では本研究の課題とした到来波数がアレー素子

数より多い場合，すなわち劣決定と呼ばれる場合に対しても高精度な到来方向を

推定できる方法を述べる．まず，Pal手法について説明して，その後，Pal手法に

おける問題点及びそれらの問題点に対する改良を述べ，Pal手法の推定精度及び推

定速度を向上する Pal手法の改良法を提案する．

4.1 Pal手法とその問題点

ここでは，Pal手法のアルゴリズム及び問題点について説明する．

4.1.1 コプライムアレーと信号のモデル

図 4.1のように，MとNを互いに素の正整数とし，dを素子間隔の基準とし，N

素子で素子間隔MdのULA(◦)と，2M 素子で素子間隔NdのULA(•)が基準とす

る 0番目の素子を共有して一つの直線上に配置されているL (= 2M +N − 1)素子

のリニアアレーを考える．
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図 4.1: (2M +N − 1)素子より成るコプライムアレー

このアレーはコプライムアレーと呼ばれる．ここで，集合 Sを以下のように定

義する．

S = {0,M, . . . , (N − 1)M,N, 2N, . . . , (2M − 1)N} (4.1)

また，S(k) (k = 1, . . . , L)を Sの k番目の要素とすると，コプライムアレーの各素

子の位置は S(k)dとなる．以降，Sはコプライムアレーを意味する．各素子におけ

る θ方向に対応するL× 1の方向ベクトルを a(θ)とすると，a(θ)は以下のように

なる．

a(θ) = [e−j 2π
λ
S(1)d sin θ, e−j 2π

λ
S(2)d sin θ, . . . , e−j 2π

λ
S(L)d sin θ]T , S(k) ∈ S (4.2)

このコプライムアレーに，無限遠にある波源から互いに無相関な P 個の到来波

sp (p = 1, . . . , P )が波長 λ = 2dで, それぞれの電力 σ2
pで方向 θpから到来する場合

を考える．スナップショット数をKとし，t = 1, . . . , Kをスナップショットの番号

とすると，k番目の素子の受信信号の解析信号 yk(t)は次式のようになる．

yk(t) =
P∑

p=1

sp(t)e
−jπS(k) sin θp + wk(t) (4.3)

ここで，sp(t)をp番目の到来波の解析信号，wk(t)を第k素子アンテナに発生する加

算的白色雑音からなる内部雑音とする．方向行列A = [a(θ1), . . . ,a(θP )],到来波の

信号ベクトルs(t) = [s1(t), . . . , sP (t)]
T ,内部雑音ベクトルw(t) = [w1(t), . . . , wL(t)]

T

とすると，受信信号ベクトル y(t) = [y1(t), . . . , yL(t)]
T は以下のようになる．

y(t) = As(t) +w(t) (4.4)
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ここで，ρ2を雑音電力とし，到来波の自己相関行列D = diag {σ2
1, . . . , σ

2
P}とし，

ILを L次の単位行列とすると，受信信号 y(t)の相関行列Ry = E
{
y(t)yH(t)

}
は

以下のようになる．

Ry = ADAH + ρ2IL

=
P∑

p=1

σ2
pa(θp)a

H(θp) + ρ2IL (4.5)

行列のベクトル化 vec(·)は，行列の各列ベクトルを列の順で一つの列ベクトルに

結合したものを表すことにすると，xD = vec(Ry)は以下のようになる．

xD = vec

[ P∑
p=1

σ2
p

(
a(θp)a

H(θp)
)]

+ ρ21⃗n (4.6)

= B(θ1, . . . , θP )p+ ρ21⃗n (4.7)

ここで，Dを次のように定義する．

D = {m− n | m,n ∈ S}

|D|を集合 Dの要素数とし，D(k) (k = 1, . . . , |D|)を Dの k番目の要素とすると，

位置D(k)dにあるアレー素子からなるものを，差分アレーと呼ぶ．以降，Dは差分

アレーを意味する．また，B = [a∗(θ1)⊗ a(θ1), . . . ,a
∗(θP )⊗ a(θP )]であり，⊗は

クロネッカー積である．M ×N 次行列X = (xm,n)とQ×R次行列Y = (yq,r)の

クロネッカー積X ⊗ Y はMQ×NR次の行列となり，以下のように定義される．

X ⊗ Y =


x11Y x12Y · · · x1NY

x21Y x22Y · · · x2NY
...

...
. . .

...

xM1Y xM2Y · · · xMNY

 (4.8)

また，p = [σ2
1, . . . , σ

2
P ]

T，そして 1⃗n = [eT
1 , . . . , e

T
L]

T で ei(i = 1, . . . , L)は，i番目

の成分のみが 1で，その他の全ての成分は 0の縦ベクトルである．相関波が存在す

ると式 (4.5)及び式 (4.7)が成り立たないことに注意する．式 (4.7)により，xDは

方向行列Bを持つ差分アレーの受信信号であり，これは到来信号ベクトル p及び
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雑音成分 ρ21⃗nからなると考えられる．すなわち，コプライムアレー Sから差分ア

レーDに拡張することができ，以下の図 4.2のようになる．

≄

≓
∸ ∹ ∱∲ ∱∶ ∲∰∰ ∳ ∴ ∶

≕≌≁∨ ∩
≕≌≁∨ ∩

∰ ∱∴ ∲∰⊡∲∰ ⊡∱∴

∰ ∽ ∳⊡ ∳

∰ ∽ ∴⊡ ∴

∱∴ ∽ ∲∰⊡ ∶

図 4.2: M = 3, N = 4の場合のコプライムアレーから差分アレーへの拡張

コプライムアレー Sの各素子の位置の差分により，差分アレーDの素子が得ら

れる．これについて図 4.2を用いて説明する．図 4.2は，M = 3, N = 4の場合の

図であり，このとき，d = 1とすると，コプライムアレー Sは 9素子のアレーで，

各素子の位置は {0, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 20}となる．このなかには異なる二つのULA

があり，1つ目のULAの各素子の位置は {0, 3, 6, 9}となり，残りのULAの各素子

の位置は {0, 4, 8, 12, 16, 20}となる．ここで，次の 2つ場合の差分が得られる．そ

れは，各素子と自分に対する差分及び異なる素子間の差分である．まずは，各素

子と自分に対する差分により，差分アレーDの位置 0には 9個の素子が得られる．

例えば，Sの位置 3の素子と自分の差分 (0 = 3− 3)または Sの位置 4の素子と自

分の差分 (0 = 4− 4)等により，Dの位置 0が得られる．次に，異なる素子の差分，

例えば Sの位置 20の素子と位置 6の素子の差分により，Dの位置 14の素子が得

られる．この位置 14の素子は，もともとコプライムアレー Sに存在していなかっ

たもので，実素子でない．このような素子を仮想素子と呼び，仮想素子を持つア

レーを仮想アレーと呼ぶ．差分アレーDでは，異なる 35個の位置にアレー素子が

存在するが，その内には，多くの仮想素子が存在し，また同じ位置において重複

する素子も多く存在していることが分かる．ここで，重複要素を許可する多重集
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合Mを次のように定義する．

M = {|m− n | m,n ∈ S|}

ここで，Mの要素数は |M| = L2となり，Mの k (k = 1, . . . , L2)番目の要素をM(k)

とする．これにより，重複する素子を含めた差分アレーDの全ての素子の位置は，

上の多重集合Mで表すことができる．つまり，k番目の素子の位置はM(k)dと

なる．

4.1.2 Pal手法

4.1.1に示したように，コプライムアレーSからより素子数が多い差分アレーDに

拡張することができる．Palらは，この差分アレーDに対して，{−MNd, . . . , 0d, . . . ,

MNd}に配置した連続素子の (2MN +1)素子を抽出した [30]．しかし，[28]では，

差分アレーDに対して {(−MN −M + 1)d, . . . , 0d, . . . , (MN +M − 1)d}に配置

した連続素子の (2M(N + 1)− 1)素子を抽出することができることを示しており，

Palらより多くの連続素子を抽出できる．ここで，集合Uを以下のように定義する．

U = {m | {−|m|,−|m|+ 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , |m|} ⊆ S} (4.9)

このとき，U(k) (k = 1, . . . , |U|)をUの k番目の要素とすると，抽出されたアレー

の素子の各位置はU(k)dとなる．このアレーの各素子の間隔は dとなるので，こ

れは仮想ULAである．以降，Uはその仮想ULAを意味する．図 4.2では，Uの素

子は−14番目から 14番目までとなり，29素子を持つ仮想ULAである．

ここで，S = (|U|−1)/2 =M(N+1)−1と置くと，仮想アレーUは−S, . . . , 0, . . . ,

Sの順に並べた (2S + 1)素子の素子間隔 dの ULAとなる．この Uの方向行列を

B1とする．B1(m,n)をB1の (m,n)成分とすると，B1(m,n) = e−jπm sin θn (m ∈

U;n = 1, . . . , P )である．従って，式 (4.7)で求めたベクトル xDに対して，B1に

対応する各成分を抽出し，同じ仮想素子に対応する重複する成分を除いた後に昇

順に並び替えて次のベクトル xUが得られる．

xU = B1p+ ρ2e⃗ (4.10)
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ここで，e⃗ ∈ R(2S+1)×1は，(S + 1)番目の成分のみが 1でそれ以外全ての成分は 0

となるベクトルである．このとき，仮想アレーUの相関行列RUは次のように求

めることができる．

RU = xUx
H
U (4.11)

これにより，RUのランクが 1となりフルランクではないことが分かる．このた

め，RUに対して，MUSIC法等を直接適用することができない．そのため，Palら

は到来方向を推定するため，空間平均処理を適用した．仮想アレー Uを (S + 1)

個のサブアレーに分割し，それぞれのサブアレーが (S + 1)素子を持つ．また，

k (= 1, . . . , S + 1)番目のサブアレーの素子の位置は以下のようになる．

{(−k + 1 +m)d | m = 0, 1, . . . , S} (4.12)

この k番目のサブアレーは，xUの (S + 2 − k)行目から (2S + 2 − k)行目までの

部分に対応し，その部分を xUkとすると，次のように表すことができる．

xUk = B1kp+ ρ2e⃗k (4.13)

ここで，B1kはB1の (S + 2− k)行目から (2S + 2− k)行目までを持つ行列であ

る．そして，e⃗kは列ベクトルで，k番目の要素が 1で，それ以外の要素が全て 0で

ある．xUkは次のように変形できる．

xUk = B2Φ
k−1p+ ρ2e⃗k (4.14)

ここで，Φは対角行列で以下のようになる．

Φ = diag
{
e−jπ sin θ1 , e−jπ sin θ2 , . . . , e−jπ sin θP

}
また，行列B2は以下のようになる．

B2 = [b2(θ1), b2(θ2), . . . , b2(θP )] (4.15)

b2(θ) =
[
1, ejπ sin θ, . . . , ejπ(S−1) sin θ, ejπS sin θ

]T
(4.16)
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また，行列RUkを以下のように定義する．

RUk = xUkx
H
Uk

= B2Φ
k−1ppH(Φk−1)HBH

2 + ρ4e⃗ke⃗k
H

+ ρ2B2Φ
k−1pe⃗k

H + ρ2e⃗kp
H(Φk−1)HBH

2 (4.17)

求めた各行列RUkに対して平均を取ると，[30]の結果により，以下の空間平均さ

れた行列Rssが得られる．

Rss =
1

S + 1

S+1∑
k=1

RUk (4.18)

=
1

S + 1

S+1∑
k=1

(
B2Φ

k−1ppH(Φk−1)HBH
2 + ρ4e⃗ke⃗k

H

+ρ2B2Φ
k−1pe⃗k

H + ρ2e⃗kp
H(Φk−1)HBH

2

)
=

1

S + 1

(
B2

(S+1∑
k=1

Φk−1ppH(Φk−1)H
)
BH

2 + ρ4
S+1∑
k=1

e⃗ke⃗k
H

+ρ2B2

S+1∑
k=1

Φk−1pe⃗k
H + ρ2

(S+1∑
k=1

e⃗kp
H(Φk−1)H

)
BH

2

)
(4.19)

ここで，式変形の詳細は省略するが，

S+1∑
k=1

Φk−1ppH(Φk−1)H = DB2
HB2D

S+1∑
k=1

e⃗ke⃗k
H = IS+1

S+1∑
k=1

Φk−1pe⃗k
H = DB2

H

S+1∑
k=1

e⃗kp
H(Φk−1)H = B2D

となることに注意すると，Rssは次のようになる．

Rss =
1

S + 1

(
B2DB2

HB2DB2
H + ρ4IS+1 + 2ρ2B2DB2

H
)

=
1

S + 1

(
B2DB2

H + ρ2IS+1

)2 ∈ C(S+1)×(S+1) (4.20)
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ここで，IS+1は (S + 1)次の単位行列であり，Dはもとの到来波の自己相関行列

である．式 (4.20)の右辺に注目すると，B2DB2
H +ρ2ISは (S+1)素子のULAの

受信信号の相関行列と同様である．このため，行列Rssに対してMUSIC法等を用

いることが可能となり，S個の到来波に対して到来方向を推定することができる．

以下に Pal手法のアルゴリズムをまとめる．

1. 受信信号により相関行列Ry及びこれをベクトル化したxDを求め，行列B1

に対応する xDの成分のみ抽出してベクトル xUを求める．

2. 式 (4.18)より，空間平均による相関行列Rssを求める．

3. RssにMUSIC法を適用し到来方向を推定する．

Pal手法では，コプライムアレー Sから差分アレーDに拡張した後に，Dの連続素

子を抽出して仮想ULAであるUを求める際に，重複仮想素子を除いている．つま

り，式 (4.7)で求めたベクトルxDに対して，方向行列B1に対応する各成分を抽出

し，同じ仮想素子に対応する重複する成分を除いてベクトルxUを求めた．このこ

とによって，アレーアンテナで取得したサンプルデータの一部を削除したことで，

到来方向を含む情報が無駄に除かれ，推定精度が低下する可能性があると考えら

れる．このことを，Pal手法の第 1の問題点とする [41]．

また，式 (4.18)において，Rssを求めるために，空間平均処理を適用している

が，Sが大きくなるに従い，計算コストも増えるので推定速度が遅くなる可能性

があると考えられる．これを第 2の問題点とする [41]．

4.2 提案法

4.1.2に説明したPal手法の 2つの問題点に対して，それぞれを改良した提案法

を示す [41]．まず，第 1の問題点に対する改良として，式 (4.10)のベクトルxUを

求める際に，方向行列B1に対応するxDの各成分を抽出し，同じ仮想素子に対応

する重複する成分を除かずに，これらを平均しベクトル x̄Uを作る．従って，Pal
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手法とは異なり，相関行列Ryのデータを捨てずに全て用いる．

x̄U(q) =
1

|EU
q |

∑
l∈EU

q

xD(l), q = 1, . . . , 2S + 1 (4.21)

ここで，x̄U(q)はxUの q番目の要素であり，xD(l)はxDの l番目の要素である．ま

た，EU
q = {l | M(l) = U(q), l = 1, . . . , L2}は多重集合Mの中で位置U(q)に重複

している素子の番号である．x̄Uは xUと同様に次式のようになる．

x̄U = B1p+ ρ2e⃗ (4.22)

次に，第 2の問題点に対する改良として，空間平均処理を避けるため，求めた (2S+

1)× 1のベクトル x̄Uの成分の添字を−S, . . . , 0, . . . , Sの添字に変換し，x̄Uを用い

て以下のようにテプリッツ行列RT ∈ C(S+1)×(S+1)を作成する．

RT =


x̄U(0) x̄U(−1) · · · x̄U(−S)
x̄U(1) x̄U(0) · · · x̄U(1− S)

...
...

. . .
...

x̄U(S) x̄U(S − 1) · · · x̄U(0)

 (4.23)

= B2DBH
2 + ρ2IS+1 ∈ C(S+1)×(S+1) (4.24)

行列Rssを求めることに比べて，行列RT を求めるのは極めて簡単である．行列

Rssの代わりに同様な役割を持つ行列RT を用いてMUSIC法等を適用することが

可能となり，S個の到来波に対して到来方向を推定することが可能である．

以下に提案法のアルゴリズムをまとめる．

1. Pal手法の 1.と同様にベクトル xDを求める

2. 重複する仮想素子の相関値を平均し x̄Uを求める．

3. x̄Uに対して，式 (4.23)により，テプリッツ行列である相関行列RT を求める．

4. RT にMUSIC法等を適用し到来方向を推定する．

ここで，前者の改良点のみを行う場合をProposed(+1)法とし，後者の改良点のみ

を行う場合をProposed(+2)法とし，両方の改良を行う場合をProposed(+12)法と
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する．以降，提案法には Proposed(+1)法，Proposed(+2)法と Proposed(+12)法

が含まれるものとする．

4.3 シミュレーションによる提案法の評価

ここでは，計算機シミュレーションを行なうことにより，提案法の有効性を示す．

4.3.1 シミュレーション環境と諸元

ここでは，3.3.1と同様のシミュレーション環境である Intel Core i7, 3.4GHz,

RAM 16GB, Windows 7 64 ビット，MATLAB R2013aを用いて，以下の表 4.1の

シミュレーション諸元において，計算機シミュレーションにより提案法の到来方

向の推定精度及び計算コストについて評価する．アレーの素子間隔の基準を到来

波の半波長 (d = λ/2)とし，SNRは個々の到来波の電力とアレー素子毎に発生す

る熱雑音電力の比とする．また，全ての到来波は互いに無相関及び同電力である

ことを仮定する．

表 4.1: シミュレーション諸元

アレー素子数 (2M +N − 1) 12(M = 4, N = 5), 27(M = 9, N = 10)

素子間隔の基準 d 0.5λ

到来波数 P 18

スナップショット数K 100 ∼ 1, 000; 300 刻み
入力 SNR −20 dB∼ 40 dB; 10 dB 刻み
試行回数 2, 000回

ここでは，提案法のアルゴリズム中の 4.における到来方向を推定するアルゴリ

ズムとしては，TLS-ESPRIT法 [6]を適用する．TLS-ESPRIT法を適用する理由

を以下に説明する．TLS-ESPRIT法は，ESPRIT法の到来方向の推定精度を向上

させたものであり，MUSIC法と比べると，到来方向の推定精度が少し低下してい

るものの，推定速度が比較的速い手法である．提案法は，上に述べた 2つの問題
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点に対する改良法であるが，それらの改良点は相関行列RT を求めるまでの段階

にあり，実際の到来方向推定処理とは関係ない．計算コストの比較は 4.3.3で扱う

が，提案法の全体の計算コストが減少するという利点を明確に示すため，RT を求

めるまでの過程の計算コストの減少が，どのように提案法全体の計算コストに影

響を与えるかを示す必要がある．そのため，RT を求めた後の推定処理の計算コス

トが小さい方が望ましいので，RT に対して，TLS-ESPRIT法を用いて到来方向

を推定することにする．

4.3.2 到来方向推定誤差の比較

ここでは，3.3.2 と同様に，到来方向の推定精度の誤差を表す RMSE を用い

て，SNRとスナップショット数 K を変化させたときの提案法と Pal手法の推定

精度を比較する. アレー素子数を 12 (M = 4, N = 5)にして，P = 16 (> 12)

個の到来波が −61◦,−53◦,−45◦,−36◦,−28◦,−21◦,−12◦,−5◦, 6◦, 14◦, 23◦, 30◦, 39◦,

48◦, 57◦, 65◦の方向から到来すると仮定する．

ここでも，理論下限値のCRBを同時に示すが，3.3.2と異なり，Liuらによるコ

プライムアレーにおけるCRBについての研究結果 [40]において，CRBは正規化

した到来方向の θ̄ = d
λ
sin θに対して以下の式のように求めていることに注意する．

CRB(θ̄) =
1

4π2K

(
GH

0 Π
⊥
MWD

G0

)−1
(4.25)

ここで，

G0 = M
(
diag(D)

)
VDD ∈ C|D|×P (4.26)

M =

(
ZH(RT

y ⊗Ry)
−1Z

) 1
2

∈ C|D|×|D| (4.27)

VD =
[
vD(θ̄1),vD(θ̄2), . . . ,vD(θ̄P )

]
∈ C|D|×P (4.28)

vD(θ̄) =
[
e−j2πD(1)θ̄, e−j2πD(2)θ̄, . . . , e−j2πD(|D|)θ̄

]T
(4.29)

WD =
[
VD, 1⃗n

]
∈ C|D|×(P+1) (4.30)

Π⊥
MWD

= I − (MWD)
(
(MWD)

H(MWD)
)−1

(MWD)
H ∈ C|D|×|D| (4.31)
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となる．また，Zは |S|2 × |D|次の 2値行列で，Zのm列目が以下になる．

Z(:,m) = vec(Im), m ∈ D (4.32)

ただし，Imは |S| × |S|次正方行列で，Imの (k, l)成分を以下のように定義する．

Im(k, l) =

{
1, k − l = m

0, k − l ̸= m
k, l ∈ S (4.33)

到来波は同電力であるため，σ1 = σ2 = · · · = σP = σとする．SNRが無限大に近

づけば，熱雑音電力を無視できるため，次のように得られる [40]．

R−1
y

large SNR−−−−−→ (σ2AAH)−1 = (σ2VSV
H
S )−1 (4.34)

M
large SNR−−−−−→

(
ZH

(
((σ2VSV

H
S )−1)T ⊗ (σ2VSV

H
S )−1

)
Z

) 1
2

=
M∞

σ2
(4.35)

G0
large SNR−−−−−→ M∞

σ2

(
diag(D)

)
VD(σ

2I) = G∞ (4.36)

ここで，

VS =
[
vS(θ̄1),vS(θ̄2), . . . ,vS(θ̄P )

]
(4.37)

vS(θ̄) =
[
e−j2πS(1)θ̄, e−j2πS(2)θ̄, . . . , e−j2πS(|S|)θ̄

]T
(4.38)

M∞ =

(
ZH

(
((VSV

H
S )−1)T ⊗ (VSV

H
S )−1

)
Z

) 1
2

∈ C|D|×|D| (4.39)

G∞ = M∞
(
diag(D)

)
VD ∈ C|D|×P (4.40)

となる．このとき，式 (4.39)を式 (4.31)に代入するとΠ⊥
MWD

はΠ⊥
M∞WD

となり，

式 (4.25)が以下の式のようになる．

CRB(θ̄)
large SNR

=
1

4π2K

(
GH

∞Π⊥
M∞WD

G∞
)−1

(4.41)

ここで，GH
∞Π⊥

M∞WD
G∞が P × P 次正方行列である．CRBの値は式 (4.41)の行

列の対角成分により求めることができる．

式 (4.31)に注目すると，Π⊥
MWD

はエルミート行列であり，またべき等行列でも

ある [40]．ここで，行列Xがべき等行列とは，以下の式が成り立つことである．

X2 = X (4.42)
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従って，
(
Π⊥

M∞WD

)H
Π⊥

M∞WD
=

(
Π⊥

M∞WD

)2
= Π⊥

M∞WD
となる．そこで，z ∈ CP

を任意の非零複素数のベクトルとすると，

zH
(
GH

∞Π⊥
M∞WD

G∞
)
z = zH

(
GH

∞
(
Π⊥

M∞WD

)H
Π⊥

M∞WD
G∞

)
z (4.43)

= ∥Π⊥
M∞WD

G∞z∥2 ≥ 0 (4.44)

が得られる．等式が成り立つのは，Π⊥
M∞WD

G∞z = 0のときのみとなる．すなわ

ち，v =
(
(M∞WD)

H(M∞WD)
)−1

(M∞WD)
HG∞z ∈ CP+1とすると，式 (4.31)

より次の式が得られる．

G∞z = M∞
(
diag(D)

)
VDz = M∞WDv (4.45)

[40]より，M∞が非特異行列であるため，式 (4.45)より次式が得られる．[
diag(D)VD WD

]
︸ ︷︷ ︸

AC

[
z

−v

]
= AC

[
z

−v

]
= 0 (4.46)

ここで，ACは |D|× (2P +1)次行列で，列フルランクでランクは (2P +1)となる．

このとき，式 (4.46)が成り立つため，z = 0となる．従って，行列GH
∞Π⊥

M∞WD
G∞

は正定値エルミート行列であり，その逆行列
(
GH

∞Π⊥
M∞WD

G∞
)−1
も正定値行列と

なる．正定値行列の全ての固有値が 0より大きく，また対角成分の総和が固有値の

総和に等しいことを利用すると，
(
GH

∞Π⊥
M∞WD

G∞
)−1
の対角成分の総和が 0より

大きくなる．この理由により，CRBの値は 0にならず，ある正の値になる．従っ

て，コプライムアレーのCRBは一般のアレーのCRBと異なって，SNRが無限大

になってもCRBはゼロにならず，一定の正の値に近づくことが特徴である．この

ことについて，後で出てくるシミュレーション結果により検証する．

まずは，スナップショット数Kがそれぞれ 100と 400の場合において，SNRの

値を−20 dBから 40 dBの 10 dB刻みで変化させ，2, 000回の試行回数での各手法

の SNRに対するRMSEを比較した結果を図 4.3に表す．

図 4.3(a)により，スナップショット数が少ない場合のK = 100において，Pro-

posed(+1)法と Proposed(+12)法の推定精度がほぼ同じであり，Pal手法と Pro-

posed(+2)法の推定精度もほぼ同じである．SNRが −20 dBより大きくなると，
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Proposed(+1)法と Proposed(+12)法の推定精度が Pal手法と Proposed(+2)法の

推定精度より大きく向上することが分かる．また，SNR> 20 dBのとき，CRBが

安定しておりあまり変化しないとともに，各手法のRMSEも安定して変化しない

ことが分かる．

図 4.3(b)により，スナップショット数が多い場合の K = 400において，Pro-

posed(+1)法とProposed(+12)法の推定精度がほぼ一致し，Pal手法とProposed(+2)

法の推定精度も一致する．SNRが−20 dBより大きくなると，Proposed(+1)法と

Proposed(+12)法の推定精度がPal手法とProposed(+2)法の推定精度より少し向

上することが分かる．また，SNR> 10 dBのとき，CRBが安定しておりあまり変

化しないとともに，各手法のRMSEも安定して変化しないことが分かる．
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次に，SNRの値がそれぞれ−10 dBと30 dBの場合において，Kを100から1, 000

の 300刻みで変化させ，各手法のスナップショット数Kに対するRMSEを比較し

た結果を図 4.4に表す．

図 4.4(a)から分かるように，SNRが−10 dBの場合，図 4.3(b)と同じような傾

向で，Proposed(+1)法とProposed(+12)法の推定精度がほぼ一致し，Pal手法と

Proposed(+2)法の推定精度もほぼ一致する．また，後者の 2つの手法より，前者

の 2つの手法の推定精度が大きく向上できた．

図4.4(b)では，SNRが30 dBの場合，図4.4(a)と同じような傾向で，Proposed(+1)

法とProposed(+12)法の推定精度がほぼ一致し，Pal手法とProposed(+2)法の推

定精度もほぼ一致する．

図 4.3と図 4.4の結果により，Pal手法とProposed(+2)法の推定精度がほぼ同じ

であるため，第 2の問題点に対する改良が推定精度の向上にはあまり関係ないこ

とが分かる．一方で，Proposed(+1)法とProposed(+12)法の推定精度がほぼ一致

し，Pal手法の推定精度より大きく向上できたため，第 1の問題点に対する改良が

推定精度の向上に効果が大きいと言える．
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4.3.3 計算コストの比較

ここでは，提案法と Pal手法の計算コストを比較するため，まずはそれぞれの

手法の理論的演算回数を比較する．その後，4.3.1と同じシミュレーション環境下

で，複数回実行させた際の推定時間の平均値を一回の推定時間とし，実際の測定

値との比較を行う．

4.3.3.1 演算回数の比較

ここでは，Pal手法，Proposed(+1)法，Proposed(+2)法とProposed(+12)法に

対し，1回の推定に要する演算回数について評価する．演算回数は主に受信信号の

相関行列Ryの計算，ベクトルxUまたは x̄Uの計算，相関行列Rssまたはテプリッ

ツ行列RT の計算，そしてTLS-ESPRIT法による方向推定処理の 4つの部分にか

かると考える．

まず，受信信号の相関行列Ryの計算処理において，演算回数O
(
8KL2

)
が必要

となる．

次に，ベクトルxUまたは x̄Uの計算に関して，ベクトルxUを求めるには，既存の

数値の代入処理のみを行えばよく，演算は不必要であるのに対して，ベクトル x̄Uを

求めるには，式 (4.21)により，演算回数O
(
2L2

)
となる．このため，Proposed(+1)

法及びProposed(+12)法ではPal手法より演算回数O
(
2L2

)
が増加することになる．

次に，相関行列Rssの計算に関して，行列RUkを求めるため演算回数O
(
6(S+1)3

)
が必要となり，また式 (4.18)により行列Rssを求めるため，演算回数O

(
2(S+1)3

)
が必要となるので，合計演算回数O

(
8(S + 1)3

)
となる．行列RT を求めるには，

既存の数値の代入処理のみを行えばよく，演算は必要ないため，Proposed(+2)法

及びProposed(+12)法ではPal手法より演算回数O
(
8(S + 1)3

)
を減少することが

できる．

更に，求めた相関行列RssまたはRT に対する，TLS-ESPRIT法による到来方

向推定において，演算回数は主に固有値分解及び逆行列を求める処理にかかると

考える．(S +1)次正方行列とP 次正方行列の固有値における計算回数が行列の列
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数の 3乗に比例すること [39]と，P 次正方行列の逆行列における計算回数も行列

の列数の 3乗に比例すること [38]を用いると，相関行列による方向推定処理にお

ける演算回数O
(
(S + 1)3 + 2P 3 + 32(S + 1)P 2

)
が必要となる．これらより，提案

法と Pal手法の演算回数を表 4.2にまとめる．

表 4.2: 演算回数の比較

到来方向推定手法演算回数

Pal手法 O
(
8KL2 + 9(S + 1)3 + 2P 3 + 32(S + 1)P 2

)
Proposed(+1)法 O

(
(8K + 2)L2 + 9(S + 1)3 + 2P 3 + 32(S + 1)P 2

)
Proposed(+2)法 O

(
8KL2 + (S + 1)3 + 2P 3 + 32(S + 1)P 2

)
Proposed(+12)法 O

(
(8K + 2)L2 + (S + 1)3 + 2P 3 + 32(S + 1)P 2

)

表 4.2により，第 1の問題点に対する改良を適用するProposed(+1)法はPal手法

より演算回数がO
(
2L2

)
増加する．しかし，第 2の問題点に対する改良を適用する

Proposed(+2)法はPal手法より演算回数がO
(
8(S+1)3

)
減少できる．両方の改良

を適用したときのProposed(+12)法は，Pal手法より演算回数がO
(
8(S+1)3−2L2

)
変化することが分かる．ここで，L = 2M +N − 1, S =M(N + 1)− 1に注意する

と，8(S + 1)3 − 2L2 ≫ 0となるので，Proposed(+12)法は，Pal手法より演算回

数がO
(
8(S + 1)3 − 2L2

)
減少することが分かる．

4.3.3.2 推定時間の比較

次に，4.3.1で示したシミュレーション環境下で，到来波数 P = 16，スナップ

ショット数K = 100，SNR=20 dBとして，TLS-ESPRIT法を用いて 2, 000回推定

した際の推定時間を平均した推定速度に関して，提案法とPal手法を比較する．こ

のとき，アレー素子数を 12 (M = 4, N = 5)と 27 (M = 9, N = 10)を変化させたと

きの，提案法と Pal手法の推定速度を表 4.3に示す．表 4.3の結果により，アレー

素子数が小さい時，それぞれの手法の推定速度の差が小さくほぼ同じであるが，ア

レー素子数が大きくなるに従って，各手法の推定速度の差が大きくなり，推定速度
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が速い順に，Proposed(+2)法，Proposed(+12)法，Pal手法及びProposed(+1)法

となる．特に，アレー素子数= 27 (M = 9, N = 10)の場合では，Proposed(+2)法

の推定速度が 2.391msで一番速いのに対して，Pal手法の推定速度が 6.858msで，

Proposed(+2)法は約 3倍高速化したと確認できた．表 4.3の結果により，Pal手法

とProposed(+1)法の推定速度の差が少ないため，第 1の問題点に対する改良は推

定速度にあまり影響ないが，Proposed(+2)法とProposed(+12)法がPal手法より

推定速度を向上できたため，第 2の問題点に対する改良が推定速度の向上に大き

な効果があると言える．

表 4.3: Pal手法と提案法の推定時間

到来方向推定手法
アレー素子数 2M +N − 1

12 (M = 4, N = 5) 27 (M = 9, N = 10)

Pal手法 0.948ms 6.858ms

Proposed(+1)法 0.957ms 7.456ms

Proposed(+2)法 0.801ms 2.391ms

Proposed(+12)法 0.877ms 3.069ms

4.4 4章のまとめ

4.3.2及び 4.3.3に示した結果により，Proposed(+12)法は Pal手法より推定精

度を向上することだけでなく，推定速度も向上できた．このため，本論文におけ

る最終的な提案法は両方の改良を行なったProposed(+12)法とする．提案法では，

第 1の問題点に対する改良を行なうことにより，推定精度を向上する効果があり，

また第 2の問題点に対する改良を行なうことにより，推定速度を向上する効果が

ある．さらに，両方の改良を行なうと，推定精度及び推定速度を向上する効果も

確認できた [41]．

これによって，提案法は，コプライムアレーを用いてアレー素子数以上の到来

波に対して高精度かつ高速に到来方向推定できることが分かった．
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第5章 未知の到来波数情報における
アレー素子数以上の到来波に
対する到来方向推定

第 3章及び第 4章では，個々の課題に対する解決策を示した．まず，第 3章で未

知の到来波数に対する到来波の方向推定法が実現できた．次に，第 4章でアレー

素子数以上の到来波に対する到来方向推定も実現できた．ここでは，2つの課題に

同時に対処することを考える．すなわち，未知の到来波数情報におけるアレー素

子数以上の到来波に対する到来方向推定について示す．

5.1 Liu手法

第4章において，Pal手法と提案法について説明したように，これらの手法では，

コプライムアレー Sから素子数が多い差分アレーDに拡張する．その後，連続し

た素子を抽出して仮想のULAであるUが得られる．このULAであるUに対して

MUSIC法等の到来方向推定法を適用すると，到来方向推定ができる．

Pal手法と提案法では，差分アレーDの連続した素子を抽出して仮想のULAで

あるUを求める際に，差分アレーDの連続でない素子を無視した．これらの素子

が除かれたことによって，次の二つの問題点が考えられる．まずは，得られる仮

想のアレーUの素子数が少なくなることに従い，対応できる到来波数が少なくな

る．次に，Dの連続でない素子が無視されることによって，これらの素子が持つ

到来方向情報が扱えないので到来方向の推定精度が低減する可能性があるという

ことが考えられる．

これらの問題に対して，Liuらは核型ノルム [31]による補間を適用した解決策を

66



提案した [31]．これは，核型ノルムの最小化により，Dで素子が存在しない位置の

相関値を補間する．Dが全ての位置に素子が存在するときをVとすると，Vは以

下のようになる．

V = {m | min(D) ≤ m ≤ max(D)}

ここで，V(k) (k = 1, . . . , |V|)をVの k番目の要素とすると，アレーの素子の各位

置はV(k)dとなり，Vは仮想ULAとなる．また，Vの相関行列R⋆
Lを以下のよう

に求める．

R⋆
L = argmin

RL∈C|V+|×|V+|
|RL|∗

subject to RL = RH
L , RL(m,n) = x̄D(m− n), (5.1)

m,n ∈ V+ = {l | l ∈ V, l ≥ 0}, m− n ∈ D

ここで，|·|∗は行列の核型ノルムを表し，その行列の特異値の総和である．RL(m,n)

はRLの (m,n)成分であり，x̄D(m− n)は差分アレーDの (m− n)dの位置に配置

した素子に対応する相関値の平均であり，以下のようになる．

x̄D(q) =
1

|ED
q |

∑
l∈ED

q

xD(l), q = 1, . . . , 2S + 1 (5.2)

ここで，xD(l)は xDの l番目の要素である．また，ED
q = {l | M(l) = D(q), l =

1, . . . , L2}は多重集合Mの中で位置D(q)に重複している素子の番号である．また，

Vは |V| (= 2(2M − 1)N + 1)素子の仮想ULAになり，受信信号ベクトル x̄V（要

素数 |V|）は以下のようになる．

x̄V =
[
R⋆

L(|V+|, 1), R⋆
L(|V+| − 1, 1), . . . , R⋆

L(1, 1), R
⋆
L(1, 2), . . . , R

⋆
L(1, |V+|)

]T
(5.3)

ここで，図 5.1を用いて説明する．図 5.1では，M = 3, N = 4の場合のコプライ

ムアレー Sから仮想ULAであるUまたはVに拡張する過程を示す．素子間隔の基

準を d = 1として，{0, 3, 6, 9}の位置にある素子のULAと {0, 4, 8, 12, 16, 20}の位

置にある素子のULAからなる素子位置の {0, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 20}のコプライムア

レー Sを考える．第 4章の図 4.2で説明したように，異なる 35個の位置のアレー
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図 5.1: M = 3, N = 4の場合の差分アレーに対する補間

素子が存在する差分アレーDが得られる．ここで，Dでは，位置 {±15,±18,±19}

には素子が存在しない．そのため第 4章では，Dの位置 {±16,±17,±20}を除いて

Uを作った．Liuらは，Dが持つ既存の素子を用いて，核型ノルムによる補間を行

い，位置 {±15,±18,±19}に仮想素子を生成し，Vを作った．そのため，Vは 41

素子のULAとなる．VはUより素子数が多いので，Vを用いて到来方向推定する

と，より多くの到来波に対応できる利点がある．また，DからVに拡張する際に，

Dの素子を除くことなく全て利用するので，到来方向の情報を失うことがないた

め，推定精度を向上する可能性がある．

以下に Liu手法のアルゴリズムをまとめる．

1. 4章の提案法と同様に SをDに拡張した後に，式 (5.1)より核型ノルムによ

る補間を行い，V及びVの相関行列R⋆
Lを求める．

2. R⋆
Lに対して，4章の提案法と同様にMUSIC法等を適用し，(2M − 1)N 個

の到来波までに対して到来方向を推定できる．

Liu手法では，到来方向の情報を持つ差分アレーDに対して，既存のサンプルデー
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タから核型ノルムによる補間を行い，仮想の ULAである Vに拡張した．そのた

め，VとDは同じ到来方向の情報を持っていることが分かる．Pal手法と提案法で

は，Dから連続した素子のUを抽出したことで，連続していない素子を除いたこ

とによって，Uが持っている到来方向の情報はDが持っている到来方向の情報よ

り少ないことが分かる．従って，Uの持つ到来方向の情報はVの持つ到来方向の

情報より少なくなる．このため，推定精度が低下する．さらにVのサイズがUの

サイズより大きいので，Liu手法はPal手法と提案法より，多くの到来波に対応で

きることになる [31]．

ここで，M = 3, N = 4とすると，アレーアンテナ素子数は 10となり，Liu法は

(2M−1)N = 20個の波までの到来波に対応可能となり，提案法はM(N+1)−1 = 14

個の波に対応可能となる．これらのことを確かめるため，SNR=30 dB，スナップ

ショット数K = 1, 000に固定して，到来波数 P を変更させたときの Liu手法と提

案法によるMUSICスペクトラムの比較結果を図 5.2で示す．

まず，P = 14個の到来波が−70◦,−60◦, . . . , 60◦の 10◦刻みの方向から到来する

と仮定する．このとき，到来波数は両手法が対応可能な到来波数以下になってい

るので，両手法のMUSICスペクトラムが求められる．図 5.2(a)では，両手法のス

ペクトラムが確認でき，14個の到来波の真の到来方向（DOA: ▽付きの黒い縦線）

に対応する 14個のピークが確認できた．

次に，到来波数を増やして，P = 20 (> 14)個の到来波が−55◦,−49◦, . . . , 59◦の

6◦刻みの方向から到来すると仮定する．図 5.2(b)より，実際の到来波数は提案法

が対応可能な到来波数より大きいため，提案法のMUSICスペクトラムが求められ

ず，スペクトラムを確認することができない．しかし，Liu手法のMUSICスペク

トラムには 20個の到来波の真の到来方向に対応する 20個のピークが確認できた．

これらの結果は，上の理論値と対応している．
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図 5.2: Liu手法の対応できる到来波数
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5.2 提案法の概要

ここで，第4章で説明したPal手法と提案法及び5.1で説明したLiu手法により，

コプライムアレーを用いて到来方向を推定することを以下の図 5.3でまとめる．
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図 5.3: M = 3, N = 4の場合のコプライムアレーによる到来方向推定

図 5.3のように，コプライムアレー Sから重複素子を持つ差分アレー Dに拡張

した後に，差分アレーDに対して，4章の提案法のように仮想ULAであるUまた

は，Liu手法のように仮想ULAであるVに拡張した後に，これらのULAに対し

て 2.2.1で説明したMUSIC法を適用して到来方向を推定できる．具体的には，U

とVそれぞれの相関行列を求めて，これらの相関行列に対してMUSIC法を適用

することになる．UとVの相関行列は以下のように求められる．

RU = x̄Ux̄
H
U

RV = x̄Vx̄
H
V (5.4)
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しかし，これらの行列RUとRVのどちらのランクも 1となりフルランクではない

行列であるため，これらに対してMUSIC法等を直接適用することができない．そ

こで，4章の提案法では，RUの代わりにRT，Liu手法では，RVの代わりにR⋆
L

を求めて，RT とR⋆
Lに対してMUSIC法を適用している．

一方で，図 5.4のように，第 3章で説明したQian手法と提案法では，一般には

中心対称のULAに適用するが，UとVは素子数が奇数，つまり中心対称の仮想の

ULAとなっている．そして，Qian手法と 3章の提案法は，相関行列のランクに関

係なく，フルランクでない相関行列に対しても適用可能ということに注意すると，

行列RUとRVに対してQian手法の改良法を適用することができ，コプライムア

レーを用いて，未知の到来波数に対しても到来方向推定可能となる [42], [43]．
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図 5.4: 提案法の概要

5.3 提案法

ここでは，5.2に基づいて提案法 [44]のアルゴリズムを説明する．
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5.3.1 Uを適用した提案法

ここでは，仮想ULAであるUに対してQian手法の改良法を適用することを考

える．SU = S =M(N +1)− 1と置き，仮想ULAであるUの中央の素子を 0番目

として，4.2の結果を利用すると，Uの受信信号ベクトル x̄Uが以下のようになる．

x̄U = [x̄U(−SU), . . . , x̄U(−1), x̄U(0), . . . , x̄U(SU)]
T (5.5)

式 (5.4)より，Uの相関行列はRU = x̄Ux̄
H
U となるので，これに式 (4.22)を代入し

て，BU
1 = B1とすると，次式が得られる．

RU = x̄Ux̄
H
U

= (BU
1 p+ ρ2e⃗U)(B

U
1 p+ ρ2e⃗U)

H

= BU
1 (pp

H)(BU
1 )

H + ρ2(BU
1 pe⃗

H
U + e⃗Up

H(BU
1 )

H + ρ2e⃗Ue⃗
H
U ) (5.6)

ここで，e⃗U ∈ R(2SU+1)×1は，(SU + 1)番目の成分のみが 1でそれ以外全ての成分

は 0となるベクトルである．また，次のように，

Ω = ppH (5.7)

∆U = BU
1 pe⃗

H
U + e⃗Up

H(BU
1 )

H + ρ2e⃗Ue⃗
H
U (5.8)

と置くと，RUは次式のようになる．

RU = BU
1 Ω(BU

1 )
H + ρ2∆U (5.9)

ここで，RUは (2SU+1)次正方行列であり，これに対しQian手法の改良法を導入

し，RUのm (= −SU, . . . , 0)行目を用いて次のテプリッツ行列R
(m)
U を作る．

R
(m)
U =


RU(m, 0) RU(m, 1) · · · RU(m,SU)

RU(m,−1) RU(m, 0) · · · RU(m,SU − 1)
...

...
. . .

...

RU(m,−SU) RU(m,−SU + 1) · · · RU(m, 0)

 (5.10)

= BU
2 ωm(B

U
2 )

H + ρ2∆
(m)
U ∈ C(SU+1)×(SU+1) (5.11)
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ここで，ωm = diag {σ2
1βm, . . . , σ

2
Pβm}とし，βm =

∑P
i=1 σ

2
i e

jπm sin θiとする．また，

BU
2 = B2 = [bU2 (θ1), b

U
2 (θ2), . . . , b

U
2 (θP )] (5.12)

bU2 (θ) = b2(θ) =
[
1, ejπ sin θ, . . . , ejπ(SU−1) sin θ, ejπSU sin θ

]T
(5.13)

となり，∆
(m)
U はR

(m)
U と同じように∆Uのm行目をテプリッツ行列にしたもので

ある．

ここで，式 (5.11)に注目すると，3.1.2の式 (3.15)と同様な形を持つ．式 (5.11)

の右辺の ρ2∆
(m)
U を無視すれば，次式が得られる．

R
(m)
U = BU

2 ωm(B
U
2 )

H (5.14)

この式により，各テプリッツ行列R
(m)
U がB2により同時対角化可能であるため，

R
(m)
U とB2が同じ列空間を張るため span

{
R

(m)
U

}
= span {B2}となるので，R

(m)
U

により到来方向を推定することができる．実際には，雑音電力が存在するため，

ρ2∆
(m)
U が無視できないので，Qian手法の改良法と同様に，雑音電力 ρ2を推定し

て ρ2∆
(m)
U の項をR

(m)
U から削除する必要がある．しかし，式 (5.8)より，∆

(m)
U が

ρ2に依存するため未知となり，∆
(m)
U の形も第 3章の提案法より少し複雑になるた

め，何らかの方法で∆
(m)
U を推定する必要がある．

まず，雑音電力 ρ2の推定について説明する．4.2の式 (4.24)より，

RT = B2DBH
2 + ρ2IS+1 ∈ C(S+1)×(S+1)

= BU
2 D(BU)H2 + ρ2ISU+1 ∈ C(SU+1)×(SU+1) (5.15)

となっているが，上の式の右辺に注目すると，行列BU
2 D(BU)H2 のランクは P と

なっている．行列BU
2 D(BU)H2 の固有値を ζi (i = 1, . . . , SU + 1)として下降する順

に並び替えると，2.2.1で説明したように，以下の関係が成り立つ．

ζ1 ≥ ζ2 ≥ · · · ≥ ζP > ζP+1 = ζP+2 = · · · = ζSU+1 = 0 (5.16)

ここで，RT の固有値を ηi (i = 1, . . . , SU + 1)とすると，以下の関係が成り立つ．

ηi = ζi + ρ2 (5.17)
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このため，RT の固有値を下降する順に並び替えると，以下の関係が得られる．

η1 ≥ η2 ≥ · · · ≥ ηP > ηP+1 = ηP+2 = · · · = ηSU+1 = ρ2 > 0 (5.18)

これによって，雑音電力をUの相関行列のRT の最小の固有値として次式のよう

に推定する．

ρ̂2 = min eig {RT} (5.19)

次に，∆
(m)
U の推定について説明する．式 (3.38)の I(M+1,m)と違って，∆

(m)
U は

より複雑な形を持つ．つまり，m ̸= 0のときの SU個の∆
(m)
U は対角行列となり，

m = 0のときの∆
(m)
U が正方行列で全ての成分は非ゼロとなる．式 (5.19)で推定し

た ρ̂2を式 (4.22)に代入し，ΛU = BU
1 pと置くと，ΛUの推定値は Λ̂U = x̄U − ρ̂2e⃗U

となる．求めた Λ̂Uを式 (5.8)に代入すると，∆Uの推定値である ∆̂Uは次式のよ

うになる．

∆̂U = Λ̂Ue⃗
H
U + e⃗UΛ̂

H
U + ρ̂2e⃗Ue⃗

H
U (5.20)

式 (5.20)で求めた ∆̂Uにより，∆
(m)
U の推定値である ∆̂

(m)
U を求めることができる．

そして，雑音成分を削除したテプリッツ行列R
(m)
U を R̂

(m)
U とすると，R̂

(m)
U は以下

のようになる．

R̂
(m)
U = R

(m)
U − ρ̂2∆̂

(m)
U = BU

2 ωm(B
U
2 )

H (5.21)

以降は，Qian手法と同様に以下のスペクトラム関数PU(θ)が得られる．

PU(θ) =
1

SU + 1−max eig{GH
U (θ)F

†
UGU(θ)}

(5.22)

ここで，FUとGU(θ)は以下のように求める．

FU =
0∑

m=−SU

(R̂
(m)
U )HR̂

(m)
U (5.23)

GU(θ) =
[
(R̂

(−SU)
U )HbU2 (θ), . . . , (R̂

(0)
U )HbU2 (θ)

]
(5.24)
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ここで，F †
Uは FUの擬似逆行列である．スペクトラム関数 PU(θ)を角度 θに対し

てスキャンすると (SU + 1)の到来波まで到来方向を推定できる．

以下にUに対する提案法のアルゴリズムをまとめる．

1. 4章の提案法と同様に SをUに拡張した後に x̄Uを求め，RUを求める．

2. 3章の提案法と同様に，式 (5.19)より雑音電力を相関行列RT の最小の固有値

として推定し，∆̂
(m)
U , R̂

(m)
U を求め，式 (5.23)と式 (5.24)によりFUとGU(θ)

を求める．

3. 式 (5.22)によりスペクトラム関数PU(θ)を求め，これのピークにより到来方

向を推定する．

5.3.2 Vを適用した提案法

5.3.1では，Uに対して 3章の提案法を適用した場合の提案法を説明した．ここ

では，同じようにVに対して 3章の提案法を適用した場合の提案法について説明

する．

このため，5.3.1のUをVに書き換えて，同様に以下のスペクトラム関数PV(θ)

が得られる．

PV(θ) =
1

SV + 1−max eig{GH
V (θ)F

†
VGV(θ)}

(5.25)

76



ここで，

SV = (2M − 1)N, m = −SV, . . . , 0

R
(m)
V =


RV(m, 0) RV(m, 1) · · · RV(m,SV)

RV(m,−1) RV(m, 0) · · · RV(m,SV − 1)
...

...
. . .

...

RV(m,−SV) RV(m,−SV + 1) · · · RV(m, 0)

 (5.26)

R̂
(m)
V = R

(m)
V − ρ̂2∆̂

(m)
V (5.27)

ρ̂2 = min eig {RT} (5.28)

Λ̂V = x̄V − ρ̂2e⃗V (5.29)

∆̂V = Λ̂Ve⃗
H
V + e⃗VΛ̂

H
V + ρ̂2e⃗Ve⃗

H
V (5.30)

FV =
0∑

m=−SV

(R̂
(m)
V )HR̂

(m)
V (5.31)

GV(θ) =
[
(R̂

(−SV)
V )HbV2 (θ), . . . , (R̂

(0)
V )HbV2 (θ)

]
(5.32)

bV2 (θ) =
[
1, ejπ sin θ, . . . , ejπ(SV−1) sin θ, ejπSV sin θ

]T
(5.33)

となり，e⃗V ∈ R(2SV+1)×1は，(SV + 1)番目の成分のみが 1でそれ以外全ての成分

は 0となるベクトルである．また，F †
Vは FVの擬似逆行列である．スペクトラム

関数 PV(θ)を角度 θに対してスキャンすると (SV + 1)の到来波まで到来方向を推

定できる．

以下にVに対する提案法のアルゴリズムをまとめる．

1. 4章の提案法と同様に SをVに拡張した後に x̄Vを求め，RVを求める．

2. 3章の提案法と同様に，式 (5.19)より雑音電力を相関行列RT の最小の固有

値として推定し，式 (5.31)と式 (5.32)によりFVとGV(θ)を求める．

3. 式 (5.25)によりスペクトラム関数PV(θ)を求め，これのピークにより到来方

向を推定する．
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5.4 シミュレーションによる提案法の評価

ここでは，計算機シミュレーションを行なうことにより，それぞれのUまたV

に対する提案法の有効性を示す．

5.4.1 シミュレーション環境と諸元

ここでは，3.3.1と同様のシミュレーション環境である Intel Core i7, 3.4GHz,

RAM 16GB, Windows 7 64 ビット，MATLAB R2013aを用いて，以下の表 5.1の

シミュレーション諸元において計算機シミュレーションにより提案法の有効性を示

す．SNRは個々の到来波の電力とアレー素子毎に発生する熱雑音電力の比とする．

また，各到来波は同電力で互いに無相関であることを仮定する．ここで，4章の提案

法のProposed(+12)法をPal-Tpl法とし，到来波数が既知の場合では，Pal-Tpl法

とLiu手法を扱う．なお，Pal-Tpl法とLiu手法の到来方向推定処理はMUSIC法を

適用とすることを前提とする．到来波数が未知の場合，高精度な到来波数推定法で

あるM-MENSE法により，到来波数を推定してからPal-Tpl法またはLiu手法を用

いて到来方向を推定するものを，それぞれPal-Tpl-MMENSE法と Liu-MMENSE

法とする．到来波数推定なしで，直接到来方向を推定するものはMUSIC-like法

[21]及び提案法とする．

提案法をDECAU(DOA Estimation method for CoprimeArrays withUnknown

number of sources)とし，Uに適用する場合をDECAU-Pal法とし，Vに適用する

表 5.1: シミュレーション諸元

アレー素子数 (2M +N − 1) 10 (M = 3, N = 5); 12 (M = 4, N = 5)

到来波数 P 13

DOA −65◦ ∼ 55◦; 10◦ 刻み
スナップショット数K 100 ∼ 1, 000; 300 刻み

入力 SNR −20 dB∼ 40 dB; 10 dB 刻み
試行回数 T 2, 000回
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場合をDECAU-Liu法とする．

まずは，対応できる到来波数に関する比較を行う．次に，到来方向推定の平均

二乗誤差（RMSE）を用いて，提案法と従来法の推定精度を比較する．最後に，提

案法と従来法の計算コストについて評価をする．

5.4.2 対応できる到来波数の比較

ここでは，L (= 2M + N − 1)素子のコプライムアレー Sを考え，各手法が対

応できる到来波数を表 5.2に示す．表 5.2により，SはL個の物理的な素子の線形

アレーに対し，MUSIC法を用いると L− 1 (= 2M +N − 2)個のみの到来波に対

して到来方向を推定することができる．Pal手法及び提案法である Pal-Tpl法は，

(2SU +1)素子の仮想ULAであるUに対して，SU個までの到来波数に対応可能と

なる．Liu手法では，(2SV + 1)素子の仮想ULAであるVに対して，SV個までの

到来波数に対応可能となり，Pal手法及びPal-Tpl法より多くの到来波に対応可能

となる．

しかし，DECAU-Pal法はPal手法及びPal-Tpl法より1波多く対応でき，(SU+1)

個の到来波に対応可能となる．また，DECAU-Liu法は Liu手法より 1波多く対応

でき，(SV + 1)個の到来波に対応可能となり，最も多いN(2M − 1) + 1個の到来

波まで対応できる．

表 5.2: 対応可能な到来波数

到来方向推定手法 対応できる到来波数 アレー素子数 2M +N − 1

= 10 (M = 3, N = 5)

MUSIC法 L− 1 = 2M +N − 2 9

Pal手法 SU =M(N + 1)− 1 17

Liu手法 SV = N(2M − 1) 25

提 Pal-Tpl法 SU =M(N + 1)− 1 17

案 DECAU-Pal法 SU + 1=M(N + 1) 18

法 DECAU-Liu法 SV + 1= N(2M − 1) + 1 26
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5.4.3 到来方向推定誤差の比較

ここでは，4.3.2と同様に，正規化した到来方向の θ̄ = d
λ
sin θに対しての誤差を

表すRMSEを用いて，SNRとスナップショット数Kを変化させたときの各手法の

推定精度を比較する. このとき，M = 3, N = 5にすると，コプライムアレー素子

数は 10となり，P = 13 (> 10)波が−65◦,−55◦, . . . , 55◦の 10◦の刻みの方向から

到来すると仮定する．

まずは，Uを適用した場合の DECAU-Pal法，4章の提案法である Pal-Tpl法，

Pal-Tpl-MMENSE法とMUSIC-like法の θ̄のRMSEを比較する．スナップショッ

ト数Kがそれぞれ 400と 1, 000の場合において，SNRの値を−20 dBから 40 dBの

10 dB刻みで変化させ，2, 000回の試行回数での各手法の θ̄の SNRに対するRMSE

を比較した結果を図 5.5に表す．

図 5.5(a)より，スナップショット数K = 400の場合，DECAU-Pal法のRMSEが

Pal-Tpl法のRMSEと近づいて，高い推定精度を得ていることが分かる．ここで，

Pal-Tpl法では，到来波数が既知としているが，DECAU-Pal法では到来波数は未

知であることに注意する必要がある．また，到来波数が未知の場合，M-MENSE

法により到来波数を推定してから Pal-Tpl法を適用する Pal-Tpl-MMENSE法の

推定精度がDECAU-Pal法の推定精度より低下していることが分かる．この理由

は，M-MENSE法により到来波数の推定が正確にできないことがあるからである．

MUSIC-like法の推定精度が最も低いことが明らかである．

図 5.5(b)より，スナップショット数K = 1, 000の場合，図 5.5(a)と同じ傾向とな

り，DECAU-Pal法は到来波数が未知でもその推定精度は，Pal-Tpl法の次となる．
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(a) スナップショット数K = 400の場合
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(b) スナップショット数K = 1, 000の場合

図 5.5: Uを適用した提案法の θ̄の SNRに対する推定精度
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次に，Vを適用した場合のDECAU-Liu法，Liu手法，Liu-MMENSE法とMUSIC-

like法の θ̄のRMSEを比較する．スナップショット数Kがそれぞれ 400と 1, 000の

場合において，SNRの値を−20 dBから 40 dBの 10 dB刻みで変化させ，2, 000回

の試行回数での各手法の θ̄の SNRに対するRMSEを比較した結果を図 5.6に表す．

図 5.6(a)より，スナップショット数K = 400の場合，DECAU-Liu法の RMSE

がLiu手法のRMSEと近づいて，高い推定精度を得ていることが分かる．ここで，

Liu法では，到来波数が既知としているが，DECAU-Liu法では到来波数は未知で

あることに注意する必要がある．また，SNR> 0 dBのとき，到来波数が未知の場

合，Liu-MMENSE法の推定精度がMUSIC-like法より低下していて最も低い．

図 5.6(b)より，スナップショット数K = 1, 000の場合，図 5.6(a)と同じ傾向と

なり，DECAU-Liu法は到来波数が未知でもその推定精度は，Liu手法の次となる．

次に，SNRの値がそれぞれ 0 dBと 30 dBの場合において，Kを 100から 1, 000

の 300刻みで変化させ，各手法の θ̄のスナップショット数Kに対するRMSEを比

較した結果を表す．

Uを適用した場合の結果を図 5.7に表し，Vを適用した場合の結果を図 5.8に表

す．図 5.7の結果は図 5.5の結果と対応しており，DECAU-Pal法は，到来波数が

未知でもその推定精度が Pal-Tpl法の推定精度に近いことが分かる．同様に，図

5.8の結果は図 5.6の結果と対応しており，DECAU-Liu法は，到来波数が未知で

もその推定精度が Liu手法の推定精度に近いことが分かる．
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(a) スナップショット数K = 400の場合

−20 −10 0 10 20 30 40
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

SNR [dB]

R
M
S
E

o
f
θ̄

 

 

Liu

Liu−MMENSE

MUSIC−like

DECAU−Liu

CRB

(b) スナップショット数K = 1, 000の場合

図 5.6: Vを適用した提案法の θ̄の SNRに対する推定精度
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図 5.7: Uを適用した提案法の θ̄のKに対する推定精度
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図 5.8: Vを適用した提案法の θ̄のKに対する推定精度
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5.4.4 計算コストの比較

ここでは，提案法とPal-Tpl法，Liu手法の計算コストを比較するため，まずは

それぞれの手法の理論的演算回数を比較する．その後，4.3.1と同じシミュレー

ション環境下で，複数回実行させた際の推定時間の平均値を一回の推定時間とし，

両者の一回の推定時間の測定値の比較を行う．

5.4.4.1 演算回数の比較

ここでは，提案法のDECAU-Pal法とDECAU-Liu法，Pal-Tpl法と Liu手法に

対し，到来方向推定処理で利用する演算回数について評価する．ただし，Pal-Tpl

法，Liu手法では，到来方向推定を行なう際にMUSIC法を適用する．また，演算

回数は，複素数の演算等で利用する実数の乗算と加算の回数とする．

演算回数は主に行列Ryの計算，次に x̄Uまたは x̄Dの計算，次にテプリッツ行

列RT または核型ノルム最小化によるR⋆
Lの計算，次に，雑音電力の推定，そして，

F †
UまたはF †

V，最後にRT またはR⋆
Lに対するPMU(θ)及びPU(θ)またはPV(θ)の

計算の 5つの部分からなる．

まず，4.3.3.1と同様に，相関行列Ryを求めるのに，演算回数O
(
8KL2

)
が必

要となり，ベクトル x̄Uまたは x̄Dを求めるには，演算回数O
(
2L2

)
となる．また，

テプリッツ行列RT を求めるには，既存の数値の代入処理のみを行えばよく，演算

は必要ない．

次に，核型ノルム最小化によるR⋆
Lの演算回数を求める．核型ノルムの計算は，

主に特異値分解となり，演算回数が行列の列数の3乗に比例する [38]．式 (5.1)では，

凸問題を解くが，解が求まるまでの各ループ内で核型ノルムを求めるため，ルー

プ 1つの演算回数はO
(
S3
V
)
となる．凸問題を解くためのループの繰り返し回数は

RVの要素数に比例するため [45]，ループの回数はO
(
S2
V
)
となるので，核型ノル

ム最小化に必要な演算回数はO
(
S5
V
)
となる．

次に，雑音電力を推定するため，RT の最小の固有値を求めるので，演算回数は

O
(
(2SU + 1)3

)
となる
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次に，F †
Uを求めるために必要な演算回数を求める．3.3.3.1の結果を用いて，演

算回数はO
(
(SU + 1)2(11SU + 7)

)
となる．同様に，F †

Vを求めるため，演算回数は

O
(
(SV + 1)2(11SV + 7)

)
が必要となる．

最後に，角度 θに対して−90◦から 90◦までの Tθ(正の整数)回をスキャンする．

このとき，正方行列の逆行列における演算回数は列数の 3乗に比例すること [38]

に注意すると，RT の固有値分解において，演算回数O
(
(SU + 1)3

)
となる．また，

RT に対するPMU(θ)を求めるため，演算回数はO
(
16TθSU(SU − P + 1)

)
となる．

同様に，R⋆
Lの固有値分解において，演算回数O

(
(SV + 1)3

)
となり，R⋆

Lに対する

PMU(θ)を求めるため，演算回数はO
(
16TθSV(SV − P + 1)

)
となる．

一方，PU(θ)の演算回数を求める．3.3.3.1と同様に，正方行列の逆行列における

演算回数は列数の 3乗に比例すること [38]と，正方行列の固有値における計算回数

が行列の列数の 3乗に比例すること [39]に注意すると，PU(θ)を求めるための演算

回数はO
(
25TθS

3
U
)
となる．同様に，PV(θ)を求めるための演算回数はO

(
25TθS

3
V
)

となる．

上の結果により，各手法の演算回数は表 5.3のようにまとめられる．

表 5.3: 提案法と従来法の演算回数の比較

到来方向推定手法主にかかる演算回数

Liu法 O
(
(8K + 2)L2 + (SV + 1)3 + 16TθSV(SV − P + 1) + S5

V
)

提 Pal-Tpl法 O
(
(8K + 2)L2 + (SU + 1)3 + 16TθSU(SU − P + 1)

)
案 DECAU-Pal法 O

(
(8K + 2)L2 + (2SU + 1)3 + (11 + 25Tθ)S

3
U
)

法 DECAU-Liu法 O
(
(8K + 2)L2 + (2SU + 1)3 + (11 + 25Tθ)S

3
V + S5

V
)

表 5.3の結果により，Liu法及びDECAU-Liu法では，核型ノルム最小化による

補間を行うため，この処理において演算回数はO
(
S5
V
)
が必要となってしまい，計

算コストに大きい影響を及ぼすことが予測される．また，SV > SUであるため，

Pal-Tpl法の演算回数が最も少なく，DECAU-Liu法の演算回数が最も多いことが

予測される．
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5.4.4.2 推定時間の比較

ここでは，4.3.1で示したシミュレーション環境下において，到来波数 P = 13，

スナップショット数 K = 100，SNR=20 dB，スキャンの角度刻み 1◦ で，2, 000

回推定した際の推定時間を平均化した一回あたりの推定時間に関して，提案法の

DECAU-Pal法，DECAU-Liu法と Pal-Tpl法，Liu手法とを比較する．

表 5.4により，Pal-Tpl法の推定時間が最も短く，その次にDECAU-Pal法，そ

して Liu手法，最後にDECAU-Liu法の推定時間が最も長いことが分かる．Liu手

法とDECAU-Liu法の両手法の推定時間が長い理由としては，核型ノルムの最小

化の処理が時間かかるということが分かる．

表 5.4: 提案法と従来法の推定時間の比較

到来方向推定手法 アレー素子数 2M +N − 1

10 (M = 3, N = 5) 12 (M = 4, N = 5)

Liu手法 1, 976ms 5, 988ms

提 Pal-Tpl法 5ms 6ms

案 DECAU-Pal法 53ms 82ms

法 DECAU-Liu法 2, 032ms 6, 235ms
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第6章 結論

6.1 まとめ

本研究では，アレーアンテナによる到来方向推定法において主となる 2つの課

題を解決する方法を提案した．

まず，未知の到来波数に対する到来波の方向推定という第 1の課題に対して，相

関波が存在し，また到来波数情報が未知の場合において有効な到来方向推定であ

るQian手法を対象にして改良法を提案した．Qian手法では，アレーの対称性を

利用して，相関行列の 2つの行に関する複素共役対称性を用いているが，その性質

が成り立たないことがあり，推定精度が低下する問題がある．また，相関行列の

行成分から求めたテプリッツ行列に存在する雑音を含む成分を無視したため，推

定精度が低下する問題がある．これらの問題に対して，提案法では，最初に相関

行列の平均化処理を行なうことにより，相関行列の 2つの行を複素共役対称にし

てから，雑音電力を推定して雑音成分をそれぞれのテプリッツ行列から削除する．

これらの改良によって，到来方向の推定速度の低下があまりなく，より高精度な

方向推定法を提案することができた．

次に，アレー素子数以上の到来波に対する到来方向推定という第 2の課題に対

しては，アレー素子数以上の到来波に対しても推定できるPal手法を対象とした．

Pal手法では，サンプルデータの一部のみ利用するため推定精度が低下する問題

と，空間平均処理を適用しているため推定速度が低下する問題に対して，提案法

では，重複する仮想素子の相関値の平均を求めることにより，サンプルデータを

捨てることなく，推定精度を向上できた．また，相関行列を求める際に空間平均

処理を適用せず，テプリッツ行列である相関行列を求めることにより，計算コス
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トの低減ができた．この 2つの改良を適用することによって，提案法はPal手法と

比べて，推定精度及び推定速度が向上できた．

そして，それぞれの課題に対する研究成果を活かして，さらに改良を加えたこ

とで，コプライムアレーを用いて未知の到来波数におけるアレー素子数以上の到

来波に対し，高精度な到来方向推定法を提案した．提案法は，コプライムアレー

から中心対称である仮想ULAに拡張した後に，これらのアレーの相関行列を求め

て，相関行列の各行成分を用いてQian手法と同様にテプリッツ行列を作成する．

この際に，雑音を含む成分が未知であるため推定する必要があるが，Qian手法の

改良法と異なり，この雑音を含む成分は複雑である．提案法では，その雑音を含

む成分を推定する方法を提案し，拡張された仮想ULAにQian手法の改良法を適

用した．提案法は，到来波数が既知とした場合の 4章の提案法または Liu手法と

ほぼ同程度の推定精度であり，対応できる到来波数もほぼ同じであるという多く

の利点がある．

6.2 今後の課題

提案法でのDECAU-Liu法では，核型ノルム最小化による補間を行うため，計

算コストという問題は避けられない．このため，提案法の計算コストを減少する

ことが，今後の課題である．
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