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第１章  序 論  

 

 

1.1 保全と保全方策  

 

 システムの信頼性を定量的かつ客観的な方法によって高く保とうと

する取り組みは，第二次世界大戦後の米国で軍用の電子機器を対象とし

て始められ，わが国においても 1960 年代中頃から導入され始めた [1]．

その後，産業技術の発展とともに信頼性の概念はより拡大され，現在で

は信頼性性能のほかにも保全性性能及び保全支援能力を記述する包括的

な用語としてディペンダビリティという単語が用いられる．また，対象

となるシステムについても，電気，通信，機械，土木，医療産業，ある

いはソフトウエアなど，非常に多くの分野に拡大されている．  

1965 年には Barlow and Proschan が文献 [2]で数学的な手法を用いた信

頼性の評価手法を体系化した．これは以後多くの信頼性解析の礎となっ

ているが，保全方策の分野も例外ではない．ここで，保全とは「アイテ

ムを使用及び運用可能状態に維持し，又は故障，欠点などを回復するた

めのすべての処置及び活動」をいい，どのような場合にどのような保全

を行うかを定めたルールを保全方策という．保全方策研究での目標は，

対象となるシステムの保全をモデル化するとともに，稼働率や運用費用

等の目的関数を最適化することにある．具体的には，システムの平均ア

ベイラビリティを最大にする，あるいは単位時間当たりの期待費用を最

小にするといった保全計画を立案することである．また，近年では保全

費用だけでなく，取得・運用費用を含めたライフサイクルコストの最小

化へも関心が向けられている [3]．  

 保全の管理上の分類を図 1.1 に示す [4]．  
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図 1.1 JIS Z 8115:2000[4]による保全の管理上の分類  

 

まず，保全は予防保全と事後保全に大別される．予防保全とは，故障

などが発生する前にあらかじめ計画的に行われる保全である．事後保全

は故障などの発生後に行われる取替えや修理などの保全であり，システ

ムを要求機能遂行状態に修復するために行われる．  

状態監視保全とは，システムの動作状態や劣化傾向などの継続的な監

視に基づき行われる保全である．システムの潜在的な故障を発見するた

めの点検も状態監視保全に分類される．一方，時間計画保全とは，定め

られた時間計画に従って遂行される保全である．時間計画保全は，定期

的に保全を行う定期保全と，使用時間が予め定められた値に達したとき

に保全を行う経時保全に分類できる．  

最も単純な保全方策は，「故障したときに修理する」方策であり，シ

ステムの故障の起こりやすさを表す故障率が一定の場合には，この方策

が最適であることが知られている [5]．故障率が一定でない場合には，予

防保全をいつ行えば良いかや，保全によって故障率がどの程度減少する

かも考慮する必要がある．以下に，保全の代表例ともいえる点検，修理

及び取替えに関するこれまでの保全方策研究を概観する．  

 

保全

予防保全

時間計画保全

定期保全

経時保全

状態監視保全

事後保全

緊急保全

通常事後保全
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（Ａ）点 検  

 点検とは，本論文ではシステムの潜在的な故障の有無を確認するため

に行う保全をいい，図 1.1 では状態監視保全に分類される [4]．  

 点検をどのような時期・機会に行うかを決定する方策は，定期点検，

逐次点検及びランダム点検に大別される．定期点検方策は定期的に点検

を行う方法であり，点検に関する業務の管理が容易であるという特徴が

ある． Ito and Nakagawa[6]-[10] は，２個ないし３個のユニットからなる

システムにおいて，ある定められた信頼度を下回ることなく運用するた

めの定期点検間隔を決定した．一方，逐次点検では，点検の間隔を一定

にする必要はなく，システムの故障率の変化に合わせて点検時期を決定

することができる．定期点検は逐次点検の特別な場合と捉えることもで

きる．逐次点検方策では，時間とともに点検間隔を短くすることにより，

故障率が時間とともに増加するシステムの故障の発見を効率的に行うこ

とが期待できる．Beichelt [11]は，単一ユニットのシステムにおける逐次

点検のタイミングを最適化する研究を行っている．ランダム点検は，点

検の実施時刻が確率変数で表される点検をいう．Nakagawa らは，システ

ムの作業終了時等の機会に点検を行う方策を提案し，定期点検との比較

を行った [12][13]．また，単位時間当たりの点検回数として点検強度を定

義し，最適な点検スケジュールを近似的に求める研究 [14]-[16]も行われ

ている．  

システムの故障が点検で確実に検知できることが前提となっている

モデルも多いが，点検でも故障が看過される可能性を考慮した不完全点

検モデルも考案されている [17][18]．また，点検することでシステム自体

に故障等のリスクの増大を招く可能性があるが，このような現象は Chou 

and Butler[19]によってモデル化されている．また，保全の質や費用など

が時間とともに変化するケースも存在する．例えば，点検費用が時間と

ともに増大するモデル [20]が考案されている．   
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（Ｂ）修 理  

修理の基本的な作用は故障の復旧であるが，修理後にシステムの故障

率が改善する場合がある．故障率が運用開始時点まで回復する修理を完

全修理というのに対し，故障率が修理の前後で変化しない修理を小修理

という．例えば，システムを構成するアイテムが多数存在し，その一部

のみの取替えにより故障が復旧する場合，システム全体の故障率の変化

は無視できる [21]．通常，小修理は完全修理よりも安価であるため，特

に複雑なシステムにはよく用いられる．小修理の概念は Barlow and 

Hunter[22]によって導入され，後に Nakagawa and Kowada [23]によって厳

密に定義された．小修理は，システムの劣化が取替え直後のような新品

と同程度まで回復しないという現象を表す上で最も基本的なモデルとし

て用いられている．Nakagawa は文献 [5]で小修理を適用した多くのモデ

ルを提案している．  

 完全修理でも小修理でもない修理を不完全修理，あるいは一般修理

(general repair)という．Brown and Proschan[24]は，修理されたシステムの

故障率がある一定の確率 p で運用開始時点まで回復し，確率 1−p で修理

後も変化しないモデルを提案し，複数の故障分布に対して解析を行った．

Block et al.[25]はこの考えを発展させ，確率 p が時間に依存するモデルを

解析した．また，Kijima[26]は修理後のシステムの若返りにより修理の一

般化を表現した．以後，これに基づいた研究が盛んに行われている

[27]-[31]．また近年では，技術革新等による修理技術の向上の結果，修

理後に運用開始時点より状態がよくなる “better than new”修理に関する

研究も行われている [32]．  

 

（Ｃ）取替え  

劣化が進んだシステムは，ある時点で取替えを行う必要がある．解析

の上では，システムの故障率が初期状態にリセットされるという意味で，

取替えと完全修理は同一である．文献 [2]では，システムの使用時間に応

じて取替えを行う年齢取替，システムを構成する各アイテムの使用時間
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を考慮せず，故障時と予め定められた時間でシステム全体を取替えるブ

ロック取替，故障時には小修理を行い，かつ定期的に取替えを行う方策

等が提案されており，現在でもそれぞれの取替方策を基にした研究が広

く行われている [33]-[35]．  

故障時に小修理を行うモデルでは，取替えの時期を決定することは非

常に重要である．なぜなら，故障率が時間とともに増大するシステムで

は，いつまでも小修理を続けるのは結果的に不経済になるからである．

これは，劣化の進行したシステムは故障が頻発するので，修理費用が高

くつき，かつ修理にかかる時間が長くなることによる．そこで，Park[36]

及び Nakagawa[37]は，故障の際に小修理を伴うシステムに対し，取替え

を行う最適な故障回数を決定した．   
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1.2 ダウンタイムと修理遅延時間  

 

 システムが要求された機能を遂行できない状態をダウン状態といい，

その状態である期間をダウンタイムという．これには，故障状態のまま

放置されている時間並びに予防及び事後保全作業等を行う時間が含まれ

る．このうち，予防保全は計画的に行われるためこれに関連するダウン

タイムの管理は容易である．そこで，本論文では故障により生起する計

画外のダウンタイムに着目し，以後特に断らない限りダウンタイムは故

障発生後からその修復までの間に生起するダウン状態である時間を表す

こととする．ダウンタイムの構成要素を図 1.2 に示す（文献 [38]一部改変）． 

 

 

図 1.2 ダウンタイムの分類  

 

 各時間の定義は以下のとおりである [4]．  

 

・保全時間  

保全作業が行われた時間  

・フォールト検出時間  

故障の時点からその結果のフォールト（故障状態）が認識されるまで

の期間  

 

 

補給遅延時間フォールト
位置特定時間

フォールト
是正時間

機能点検時間

管理遅延時間

ダウンタイム

フォールト
検出時間

保全時間

技術遅延時間

実働事後保全時間
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・管理遅延時間  

フォールトをもつアイテムに対して，管理的事由で事後保全作業が行

われない場合の累積時間  

・実働事後保全時間  

事後保全作業が行われた実働保全時間  

・フォールト位置特定時間  

フォールト位置の特定が行われる時間  

・フォールト是正時間  

フォールト是正が行われる時間  

・機能点検時間  

機能点検が行われる時間  

・技術遅延時間  

保全作業そのものに関連する技術作業を行うために必要な累積時間  

・補給遅延時間  

保全資源を取得する必要から，保全作業が行われない時間の累積時間

のうち，管理遅延時間を除いたもの  

 

本論文では，修理遅延時間を「故障の発生から事後保全作業に着手す

るまでの時間」と定義し，フォールト検出時間，補給遅延時間及び管理

遅延時間から構成されるものとする（図 1.3）．  

 

 

図 1.3 ダウンタイムと修理遅延時間の関係  

フォールト
検出時間

補給遅延時間 管理遅延時間

実働
事後保全時間

修理遅延時間

ダウンタイム
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フォールト検出時間は，故障の発生が直ちに顕在化しないシステムが

故障した際に発生する時間である．故障の発生から点検によるその検知

までに要する時間といえる．長期間倉庫等で保管されているストレージ

システムの故障や，コンピュータへのウイルスの侵入等が発生した際に

生起する．  

補給遅延時間及び管理遅延時間は，保全資源の取得に時間を要する場

合に発生する．この時間が発生している要因により，補給遅延時間か管

理遅延時間に分類される．例えば，部品等の発注から実際に手元に届く

までの時間であるリードタイムは補給遅延時間に分類され，修理作業の

発注の際に行う入札手続きに必要な時間は管理遅延時間に分類される．  

 修理遅延時間の削減は，実働事後保全時間の削減同様，システムの稼

働率向上に寄与する．しかし，本研究では実働事後保全時間と修理遅延

時間は異なる性質をもつことに着目した．即ち，実働事後保全時間は故

障の程度や修理施設の保全能力等によってある程度決まる不可避な時間

であり，その削減は効率的な手法・工程の開発や現場の人的あるいは物

的資源の配置改善等の工夫によって行われることが多い（例えば [39][40]）

が，修理遅延時間の削減は，点検または状態監視の高頻度化や，船便に

代えて航空機輸送により保全資源を取得する等，追加の費用が必要とな

る場合が多く，それゆえ費用と稼働率に関するトレードオフの関係の中

で遅延時間が決定されるという点である．  

 前節で紹介した先行研究にはダウンタイムの発生を無視できると仮定

したものが少なくないが，そのような仮定を置いたモデルであっても，

ダウンタイムを考慮するモデルに拡張することは，それを既知の分布ま

たは定時間で与えることにより容易に行うことができる [41]-[43]．しか

し，これまでの修理遅延時間に関する研究は，それぞれ次節で述べるよ

うな不十分な点があり，理論に基づく効率的な保全が行われているとは

言い難い例があった．   
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1.3 現状の問題点と研究の目的  

 

 1.1 節で紹介した保全方策研究はいずれも現実の問題を単純化したモ

デルであるため，比較的汎用性が高く，様々なシステムに適用すること

ができる．しかし，時代の変化やシステムの複雑化，あるいは一般的で

ない運用方法のため容易に適用できないシステムも存在する．以下で，

修理遅延時間を構成する３種類の時間それぞれに対し，これまでの研究

の問題点を述べる．  

 

（Ａ）フォールト検出時間  

フォールト検出時間を伴うシステムの代表例は，ミサイル等のワンシ

ョットシステムと呼ばれるシステムである．システムの寿命の中で一度

しか使用されないことからこのように呼ばれる．ワンショットシステム

の故障は点検でのみ発見されるため，一般的に故障の発生から次回の点

検までの間フォールト検出時間が発生する．このようなシステムに関す

る研究では，これまで点検で故障が発見された際に取替えを行うことが

主に想定されていたため，いかに初めの故障を効率よく発見する点検ス

ケジュールを立案するかに重点が置かれていた [6]-[10]．これは，故障発

見問題自体は歴史が古く，当初は故障の発生に指数分布を仮定すること

が多く，そのため取替えと修理を区別する必要がなかったためと推測す

る．また，システムが現代ほど複雑ではなかったという背景もある．し

かし，現代のミサイル等のシステムは複雑化・高価格化しており，故障

が発見された際にはシステムを丸ごと交換するよりは，故障したユニッ

トあるいはより小さい基板等のアイテムを交換することで修復する方法

が主流である．このように，複雑なシステムのごく一部のみを取替えて

修復する場合，理論的には小修理と考えて差し支えない．しかし，故障

が発見された際に小修理を行うワンショットシステムの保全モデルはこ

れまで提案されておらず，現実の運用と保全モデルに齟齬があった．な

お，1.1 節（Ｃ）で述べた通り，故障率が時間とともに増大するシステ
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ムに対し小修理を適用する場合，取替時期も考慮する必要がある．  

 

（Ｂ）補給遅延時間  

補給遅延時間に関しては，待ち行列やマルコフ連鎖を用いた解析が広

く行われている [44]．例えば，システムの稼働率を評価する手法 [45]や，

最適な予備アイテムの数を決定する問題 [46]が研究されている．待ち行

列においては，客の到着が故障の発生，窓口が保全を行う施設を意味す

る．このとき，修理等のサービスを受けるシステムの数が同時にサービ

スを受けることができる窓口の数を超えたときに補給遅延時間が発生す

る．  

一方，現実ではシステムが一定の確率で補給遅延時間が発生する場合

もある．例えば，取得する保全資源として，保全施設ではなく予備品等

のアイテムや工具を考えると，必要なアイテム等がシステムの運用現場

に存在するか否かで補給遅延時間の存否が決まる．このような例は，船

舶に搭載されているレーダやソナー等のシステムに当てはまる．通常，

船舶には搭載スペースが限られており，事後保全に必要になるであろう

全ての保全資源を搭載することはできない．一部の資源のみ搭載されて

いるので，故障時に必要な資源が搭載されているかどうかは搭載量に依

存する一定の確率で表すことが可能である．  

故障が発生した際に補給遅延時間が発生する確率が時間に依存しな

いという意味で，一定の確率による補給遅延時間の発生は，確率過程に

よる発生の単純化とも言えるが，待ち行列を含む確率過程を用いた解析

ではこのような場合は明示的には扱われていなかった．よって，船舶に

搭載するべき保全資源の決定に際し理論で裏打ちされた手続きを経るこ

とが困難であった．  

 

（Ｃ）管理遅延時間  

管理遅延時間に関する先行研究では，Kang and Sanchez[47]のようにシ

ミュレーション上のパラメータの一つとして管理遅延時間を扱っている
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ものの他，文献 [48]-[50]のように，対象システムの管理遅延時間を見積

もったケーススタディが大半である．保全方策研究に限ると，管理遅延

時間は「無視できる」や，「保全時間に含まれる」との仮定で十分だと考

えられてきた．  

しかし，管理遅延時間には，前節で述べたように実働事後保全時間と

は異なる特徴，即ち稼働率と費用に強いトレードオフの関係がある．例

として官公庁がシステムの修理を外注する場合を考えると，競争入札に

は公募期間等に比較的長い時間が必要だが，うまく機能すれば費用の節

約につながる [51]．対して，随意契約では受注業者の提示金額で契約す

ることになるが，すぐに契約を結ぶことができ，修理が早期に完了する

ことでシステムの稼働率に与える影響を局限できるという利点がある．

管理遅延時間のもつこのようなトレードオフ性に着目した研究はこれま

で行われてこなかった．  

保全方策にトレードオフ性を考慮すべきシステムとして，船舶に搭載

されているシステムがある．船舶搭載システムが航海中に故障した場合，

修理に複数の手段が選択可能であり，その選択の結果として異なる期間

の管理遅延時間が生起し得る．例えば，出航した港に戻り修理する方法，

航空機等で保全資源を輸送し洋上で修理する方法及び故障を放置し航海

を続け航海終了後に港で修理する方法がある．それぞれの方法で発生す

る管理遅延時間と費用は異なるが，どの修理方法を選択するべきかとい

う問題に対し，トレードオフの考慮なしには明確な基準を示すことが不

可能である．  

 

 以上のように，修理遅延時間の各構成時間についての研究には不十分

な点があり，保全方策に関して現実のシステムへ理論的枠組みを提供で

きていない．これは，合理的な判断に基づかない保全方策により運用さ

れているシステムの存在を示唆する．このような非合理的あるいは直感

的な運用方法は，過剰な保全による費用の増大につながり非効率である

だけでなく，保全間隔等のパラメータの変更が，システムの稼働率及び



12 

 

費用にどのような影響を及ぼすか不明であり，予期せぬ故障や，それに

伴う事故を引き起こす可能性もあり，危険でもある．  

 本論文では，修理の際に修理遅延時間の各構成時間が発生するシステ

ムをそれぞれ考え，各時間の問題点に対処するための保全モデルを提案

する．費用等の目的関数を定式化し，考察を加えることで，これまでの

枠組みでは解決できなかった保全方策上の諸問題に対し，意思決定に資

する情報を提供することを目的とする．  
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1.4 論文の内容  

 

修理遅延時間を構成する，フォールト検出時間，補給遅延時間及び管

理遅延時間の特徴を考慮した現実的な保全モデルを提案する．なお，基

本的にはシステムの稼働率及び費用という２種類の目的関数からなる多

目的最適化問題を考えるが，実運用において多くの場合，システムに要

求される稼働率が予め決められていることを踏まえ，稼働率の制約を満

たしつつ費用が最小となる解を最適解とする．  

フォールト検出時間については，故障が発見された際に小修理を行う

ワンショットシステムを考える．故障の発生から次の点検までフォール

ト検出時間が発生するものとし，システムの故障率は時間とともに増加

すると仮定する．最適な点検間隔及び取替時期を議論する．  

補給遅延時間については，それが一定の確率によって発生する，船舶

等のビークルに搭載されているシステムを考える．船舶は期間が指数分

布に従う航海等の作業に従事しており，搭載されているシステムの故障

が即座に修理可能か否かは一定の確率に従う．即座に修理できない場合，

ビークルの作業終了後に修理されるものとする．この確率と船舶へ搭載

する保全資源の費用が既知の関数であると仮定し，確率を通じた搭載保

全資源の最適化を行う．また，システムの故障率として，一定の場合と

時間とともに増加する場合を考える．後者では故障に対して小修理が行

われると仮定し，取替時期についても議論する．  

管理遅延時間に関しても同様にビークルに搭載されているシステム

を考える．故障に対して意思決定者の判断で修理時期を含む修理方法を

決定できる場合を考える．故障は指数分布に従い発生するものとし，各

修理方法の費用とそれにより発生する管理遅延時間の長さが既知のとき，

故障が発生した時刻に応じて最適な修理方法を選択する．  

 本論文の構成は図 1.4 に示すとおりである．   
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図 1.4 本論文の構成  

 

まず，第２章では本研究で使用する用語，信頼性解析の基礎的事項及

び最適化手法等，３章以降の議論の背景となる理論について説明する．

続いて，第３，４及び５章で，フォールト検出時間を伴うシステムへの

小修理の適用，一定の確率で補給遅延時間が発生するシステム，管理遅

延時間を伴うシステムに対する最適な修理方法の選択を取り上げる．第

３，４及び５章の内容はそれぞれ独立しており，各章で実用的なモデル

を提案し，議論する．最後に第６章では，これらの結果をまとめた結論

として本論文の成果を述べる．  
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第２章 基本概念  

 

 

 本章では，本論文で用いる数理的な概念を主に説明する．まず， 2.1

節にて本論文で用いる用語を定義する．次に， 2.2 節で故障率や信頼性

の基礎を説明し， 2.3 節で確率過程等の信頼性解析に欠かせない数理的

事項を整理する．2.4, 2.5 節では，本研究で用いた最適化の手法及びモン

テカルロ・シミュレーションについてそれぞれ説明する．  

 

2.1 用 語  

 

 本論文で用いられる用語の定義を以下に示す．  

 

・アイテム  

 部品，構成品，デバイス，装置，機器等の総称  

・システム  

 所定の任務を達成するために，選定され，配列され，互いに連携して

動作する一連のアイテム（ハードウェア及びソフトウェア）の組み合

わせ  

・ユニット  

 システムを構成するアイテムで，保全実施単位のもの  

・フォールト検出時間  

故障の時点からその結果のフォールトが認識されるまでの期間  

・管理遅延時間  

フォールトをもつアイテムに対して，管理的事由で事後保全作業が行

われない場合の累積時間  

・補給遅延時間  

保全資源を取得する必要から，保全作業が行われない時間の累積時間

のうち，管理遅延時間を除いたもの  
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・修理遅延時間  

故障の発生から事後保全作業に着手するまでの時間（フォールト検出

時間，補給遅延時間及び管理遅延時間の和）  

・ダウン状態  

 要求機能遂行不能によって特徴付けられるアイテムの状態  

・ダウンタイム  

 故障発生後に発生する，アイテムがダウン状態にある期間  

・信頼度  

 アイテムが与えられた条件の下で，与えられた時間間隔に対して，要

求機能を実行できる確率  

・信頼度関数  

 信頼度を表す時間の関数  

・故障  

アイテムが要求機能達成能力を失うこと  

・故障分布関数  

 アイテムの故障寿命を確率変数とみなすときの分布関数  

・一般分布  

 一般的な故障分布関数  

・故障率  

当該時点でアイテムが可動状態にあるという条件を満たすアイテム

の当該時点での単位時間当たりの故障発生率  

・故障率関数  

 故障率を表す時間の関数  

・累積故障率関数  

 故障率関数を累積した関数  

・保全  

 ユニットを使用及び運用可能状態に維持し，または故障，欠点などを

回復するためのすべての処置及び活動  
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・修理  

 規定の要求仕様を満足しなくなったユニットを再び使えるようにする

保全  

・取替え  

 ユニットを新品と交換することにより行われる保全  

・平均アベイラビリティ  

 要求された外部資源が供給されるとき，与えられた時間間隔に対し，

システムが与えられた条件の下で要求機能遂行状態にある確率  

・平均アンアベイラビリティ  

 平均アベイラビリティを A と表したときに，  1−A で表される値  

・平均コストレート  

単位時間当たりの期待費用  

・リスク  

 ある事象が発生する確率と，それが発生したときの損失コストの積  
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2.2 信頼性解析の基礎（文献 [52][53]による）  

 

 本節では，信頼性に関わる基礎的な数理分野について説明する．  

 

2.2.1 信頼度関数と故障率関数  

 

システムを時刻 0 で使い始めてから故障するまでの時間を表す確率変

数を X とする (X > 0)．システムの故障分布関数を F( t)とすると，F(t)は X

の累積分布関数であるので，ある時刻 t ( t  0)までに故障が起こる確率は， 

)()Pr( tFtX     (2.1)  

で表される．式 (2.1)を故障分布関数という．逆に，時刻 t までに故障が

発生していない確率は，  

)()Pr( tFtX   (2.2)  

であり，これは信頼度関数である．ただし，本論文では任意の関数 に

対して  1 と表記する．  

故障分布関数が微分可能なとき，  

t

tF
tf

d

)(d
)(   (2.3)  

を故障確率密度関数という．これを用いて，時間間隔 ),( 21 tt で故障が発生

する確率は，  

)()(d)()Pr( 1221

2

1
tFtFttftXt

t

t
    (2.4)  

で表される．また，明らかに，故障確率密度関数と信頼度関数の間には，  
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t

tF
tf

d

)(d
)(   (2.5)  

という関係がある．  

 図 2.1 に，信頼度関数，故障分布関数及び故障確率密度関数の関係を

示す．  

 

 

図 2.1 信頼度関数，故障分布関数及び故障確率密度関数の関係  

 

 時刻 t での故障率 )(th は，時刻 t で稼働しているシステムのうち，引き

続く微小時間で故障する割合を表す．よって，  

)(

)(

)Pr(

/)Pr(
lim)(

0 tF

tf

tX

tttXt
th

t








 (2.6)  

で定義される．故障率関数は時間の関数であるが，これを時間で積分し

た関数 H(t)は，累積故障率関数と呼ばれる．  


t

xxhtH
0

d)()(  (2.7)  

t

寿命 t

F(t) R(t)

0
0

f (t)

f (t)

t

時刻  

)(tF  
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故障率と信頼度関数との関係は，式 (2.5)と (2.6)から，  

)(ln
d

d
)(

d

d

)(

1
)( tF

t
tF

ttF
th 








  (2.8)  

であり，また，  

)}(exp{)( tHtF   (2.9)  

で表される．  

 故障分布関数 F(t)に従う確率変数の期待値は，システムの平均稼働時

間 μ と一致し，式 (2.10)で計算できる．  





00

d)()(d ttFtFt  (2.10)  

これを単に平均と呼ぶこともある．なお，本論文では，故障分布関数

が微分可能であり，平均値が有限の値をもつ場合のみ扱う．  

一般に，システムの故障率はその経過時間につれて図 2.2 のように変

化するといわれている．このように，故障率を時間の関数として捉えた

故障率関数の曲線は，その形からバスタブカーブと呼ばれる．  

図 2.2 故障率の時間変化  
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人間の年齢別死亡率は，人間をシステムと見なした場合の故障率に相

当する．出生からしばらくは，抵抗力が弱いため死亡率は高く，成長と

ともに死亡率は低下していく．そして青壮年期で安定し，その後老年期

になると年齢が上がるに従い死亡率は増加する．同様にシステムも使用

時間の初期には，不良品の混入や，ある程度使い込むまでは故障が発生

しやすいという理由により，故障率は高い．以後それらが是正されるに

従い減少し，安定した低い故障率を示すようになる．さらに時間が経過

すると，磨耗による故障が頻発し，システムは廃棄せざるを得なくなる．

このような類似性から，使用時間を年齢，稼働時間（故障発生時刻）を

寿命ということもある．  

 前述の第一の期間を初期故障期間という．故障率が時間の単調減少関

数になっており，この性質を DFR (Decreasing Failure Rate)という．この

時期の故障率を小さくするためには，機器の運用前に慣らし運転や予備

試験をする必要がある．第二の期間は偶発故障期間であり，故障率は時

間によらず一定である．この性質を CFR (Constant  Failure Rate)という．

故障は偶発的に発生する．第三の期間は磨耗故障期間といわれ，故障率

は時間の単調増加関数となっている．この性質を IFR (Increasing Failure 

Rate)という．この期間には故障が頻発するようになり，機器を使用し続

けることは経済的に難しくなる．  

 ただし，実在するシステムの故障率が全て図 2.2 のようなバスタブカ

ーブを描くわけではない．例えば，システムの種類によっては偶発故障

期間が短い場合もある．また，出荷前の様々な試験により初期故障期間

がない場合もある．  

 

2.2.2 指数分布とワイブル分布  

 

 CFR の故障分布関数について，その故障率を λ とすると，式 (2.9)より，  

tetF 1)(  (2.11)  
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となる．これをパラメータ λ の指数分布といい，その平均は 1/λ となる．

システムの故障の発生が式 (2.11)に従うとき，故障が発生する時刻を表す

確率変数を X とし，システムが時刻 x まで稼働しているという条件の下，

さらに t 時間以上稼働する確率 )( xtF は，  

)()Pr()(
)(

tFe
e

e
xXtxXxtF t

x

tx

 










 (2.12)  

となる．つまり，ある時点で稼働中のシステムが引き続きある時間稼働

する確率は，これまでの稼働時間に依存しない．この性質を無記憶性と

いう．  

 DFR, CFR 及び IFR の全てを表せる故障分布関数の一つとして，ワイ

ブル分布が挙げられる．ワイブル分布の故障確率密度関数，故障分布関

数，故障率関数及び信頼度関数はそれぞれ式 (2.13)から式 (2.16)で与えら

れる．  


































 



 tt
tf exp)(

1

 (2.13)  





























t
tF exp1)(  (2.14)  

1

)(

















 t
th  (2.15)  



























t
tF exp)(  (2.16)  

η を尺度パラメータ， β を形状パラメータと呼ぶ． 1 のとき，故障率

関数は単調減少関数となり，DFR を表すことができる．一方 1 のとき

は，故障率関数は単調増加となり，IFR を表すことできる．また， 1 の

ときは CFR を表し，パラメータ 1/η の指数分布に一致する．  

 ワイブル分布の平均は  
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1
 (2.17)  

で表される．ただし， )(x はガンマ関数を表し，  


 
0

1 d)( yeyx yx
 (2.18)  

である．特に， x が１以上の整数のとき，  

)!1()(  xx  (2.19)  

である．  

 

2.2.3 直列・並列システムの信頼度  

 

システムは通常様々なユニットから構成される．ここでは，m 個のユ

ニットから構成されるシステムを考える．各ユニットの故障は独立に発

生するものとし，ユニット i の信頼度関数，故障率関数及び故障確率密

度関数をそれぞれ )(tFi ， )(thi 及び )(tfi で表す．  

これらのユニットが直列に接続されていると，m 個のユニットの内１

個でも故障が発生すると，システム全体が故障状態となる．このときシ

ステムの信頼度関数 )(tFs は，  

 


m

i
i

m

i
is tFtXtF

11

)()Pr()(  (2.20)  

と表される．ただし， iX はユニット i の稼働時間を表す確率変数である．

同様に，システムの故障率関数 )(ths は式 (2.8)より  

 
 


m

i

m

i
i

i

i
m

i
iss th

tF

tf
tF

t
tF

t
th

1 11

)(
)(

)(
)(ln

d

d
)(ln

d

d
)(  (2.21)  
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となり，各ユニットの故障率関数の和と一致する．  

 一方，ユニットが並列に接続されているとき，m 個のユニット全てが

故障した時点でシステムは故障する．このときのシステムの信頼度関数

は，  





m

i
i

m

i
is tFtXtF

11

)(1)Pr(1)(  (2.22)  

と表され，m が増加するとともにシステムの信頼度が向上することが分

かる．  
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2.3 確率過程  （文献 [53]-[55]による）  

 

 本節では，保全性解析に用いる確率過程について説明する．  

N(t)を，時刻 t )0( t におけるシステムの状態を表す確率変数とする． t

のとり得る値の集合を T とすると， }),({ TttN  を確率過程と呼ぶ．時間 t

が可算な集合 t=0, 1, 2,… あるいは単位時間の倍数ならば，確率過程は離

散形時間確率過程という．一方，時間 t が連続ならば，連続形時間確率

過程という．N(t)のとり得る値の集合を状態空間という．ここでは離散

形の状態空間のみを扱う．  

事象の発生回数を数える確率過程を計数過程といい，次にように定義

される．  

 

定義 2.1  

連続形時間確率過程が以下の条件を満たすとき，計数過程という．  

１． 0)( tN  

２． )(tN は整数である  

３． )(tN は t の非減少関数である  

４． ts  において， )()( sNtN  は時間間隔 (s ,t]における事象の発生回数を

表す  

 

これを用いて，次小節から具体的な確率過程について説明する．  

 

2.3.1 定常ポアソン過程  

 

任 意 の nttt  21 に 対 し ， 確 率 変 数 ),()( 12 tNtN  ),()( 23 tNtN  …,

)()( 1 nn tNtN が独立ならば，この過程は独立増分をもつという．ここで，

)()( 1 kk tNtN は増分と呼ばれる．また，任意の nttt  21 及び任意の 0t

に対し，確率変数の組 (N(t1+Δt), N(t2+Δt),…, N(tn+Δt))の同時分布 が

))(),...,(),(( 21 ntNtNtN の同時分布と等しいならば，この過程は定常増分をも
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つという．独立増分かつ定常増分をもつ確率過程は，定常独立増分をも

つという．  

 定常ポアソン過程は次のように定義される．  

 

定義 2.2  

計数過程 }0),({ ttN が次の条件を満たすとき，パラメータ λ の定常ポア

ソン過程という．  

１．N(0)=0  

２．定常独立増分をもつ  

３．時間間隔 ],( ttt  で事象が１回発生する確率は )( tot  である  

４．時間間隔 ],( ttt  で１回より多くの事象が発生する確率は )( to  であ     

る  

 

ここで， )( to  は  

0
)(

lim
0






 t

to

t
 (2.23)  

を満たす関数である．  

定常ポアソン過程は図 2.3 に示すような計数過程である．  

 

図 2.3 定常ポアソン過程の一例  
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時間間隔 ],0( t において k 回の事象が発生する確率を  

}0)0()(Pr{)(  NktNtPk  (2.24)  

と定義する．定常独立増分をもつので，任意の時間間隔 ],( tss  において

k 回の事象が発生する確率は，  

)(})()(Pr{ tPksNtsN k  (2.25)  

となり，時刻 s とは独立となる．  

 定義 2.2 の２から４項より，  

})()()(Pr{ itNktNttN 

















)(

)(

)(1

to

tot

tot





  

)1(

)1(

)0(







k

k

k

 (2.26)  

となる． )( ttPk  は時間間隔 ],0( t , ],( ttt  で独立であるから， )(0 ttP  につ

いて，  

)}(1){()()()( 0000 tottPtPtPttP    (2.27)  

が成り立つ． )( ttPk  )1( k についても同様に，  





 

2

0
1 )()()}(1){()}(){()(

k

i
ikkk totPtottPtottPttP   (2.28)  

が成り立つ．式 (2.27)及び (2.28)について， 0t とすると， )(tPk に関す

る微分方程式 (2.29), (2.30)が得られる．  

)(
d

)(d
0

0 tP
t

tP
  (2.29)  
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)()(
d

)(d
1 tPtP

t

tP
kk

k   
 (2.30)  

これらを初期条件 1)0(0 P ， 0)0( kP )1( k を用いて解くと，  

tetP )(0 ,  
ttetP  )(1 ,  te

t
tP  

2

)(
)(

2

2
， 

となる．数学的帰納法により，式 (2.31)が導かれる．  

t
k

k e
k

t
tP  

!

)(
)(    (k=0, 1,  2,…)  (2.31)  

次に，事象の発生時間に着目する． 1X を初めて事象が起こるまでの時

間とする，同様に， nX を n−1 回目から n 回目の事象が起こるまでの時間

とする．このとき，{Xn ,  n=1, 2,…}は到着時間列と呼ばれる．さらに， nS

を時刻 0 から n 回目の事象が起こるまでの時間とすると，  

nn XXXS  21   (n=1, 2,…)  (2.32)  

である．また， 00 S とする． 1X の分布は  

tetNtXtX  1}0)(Pr{1)Pr(1)Pr( 11  (2.33)  

であるから，パラメータ λ の指数分布に従う．さらに，定常独立増分を

もつので， X1=s であるという条件の下， X2<t である条件付き確率

)Pr( 12 sXtX  は，  

}0)()(Pr{1)Pr(1)Pr( 11212 sXsNstNsXtXsXtX   

tetNsNstN  1}0)(Pr{1}0)()(Pr{1  (2.34)  

となり，X2 の分布も X1 と同じ分布に従う．同様に，全ての到着時間は

パラメータ λ の指数分布に従う．  
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2.3.2 非定常ポアソン過程  

 

 単位時間当たりの事象の発生数を強度という．定常ポアソン過程では，

強度が常に一定の値 (λ)であった．非定常ポアソン過程では，強度が時間

に依存することを認め，定常ポアソン過程を一般化した確率過程である．

つまり，定常増分をもたない．  

 

定義 2.3  

 確率過程 {N(t),  }0t が以下の条件を満たすとき，強度関数 )(t の非定

常ポアソン過程という．  

１． 0)0( N  

２．独立増分をもつ  

３．時間間隔 ],( ttt  で事象が１回発生する確率は )()( tott  である  

４．時間間隔 ],( ttt  で１回より多くの事象が発生する確率は )( to  であ      

る  

 

2.3.1 節と同様の議論により，以下の微分方程式が得られる．  

)()(
d

)(d
0

0 tPt
t

tP
  (2.35)  

)()()()(
d

)(d
1 tPttPt

t

tP
kk

k
   (2.36)  

これらを初期条件 1)0(0 P ,  0)0( kP )1( k を用いて解くと，  

)(

!

)]([
)( t

k

k e
k

t
tP 
   (k=0, 1, 2,…)  (2.37)  

となる．ただし，  
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t

xxt
0

d)()(   (2.38)  

である．式 (2.37)は平均 )(t のポアソン分布の確率質量関数であるから， 

)()]([E ttN   (2.39)  

となる． )(t は平均値関数と呼ばれる．なお， nS の分布関数は  









1

0

)(

!

)]([
1}1)(Pr{1})(Pr{)Pr(

k

i

t
i

k e
i

t
ktNktNtS  (2.40)  

で表される．  

 

2.3.3 再生過程  

 

 定常ポアソン過程での各事象の到着間隔が同じパラメータの指数分布

に従うのは前述の通りである．定常ポアソン過程における到着時間分布

を一般の分布に拡張したものが再生過程である．  

 

定義 2.4  

計数過程 {N(t),  0t }において，各事象の到着時間間隔 },,{ 21 XX が独

立で，同一の分布 )(tF をもつ確率過程を再生過程という，  

 

再生過程 {N(t), 0t }において，再生（初期状態に戻ること）の到着時

間間隔 kX の分布は，  

}Pr{)( tXtF k   (k=1, 2,…)  (2.41)  

となる．さらに，時刻 t までに発生する事象の回数は， n 回目の再生が

起こるまでの時間 nS を用いて  
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}:max{)( tSntN n   (2.42)  

となるのは明らかである． nS は独立で同一の分布 )(tF に従う確率変数の

和であるから， nS の分布は  

)(}Pr{ ][ tFtS n

n   (2.43)  

と表される．ここで， )(][ tF n は )(tF の n 重の畳み込みであり，  

1)(]0[ tF  (2.44)  

)()(]1[ tFtF   (2.45)  

   t nnn xFxtFtFFtF
0

]1[]1[][ )(d)()(*)(  )2( n  (2.46)  

である．ただし， *は畳み込みを表す．  

時刻 t までに発生した再生回数がちょうど n である確率は，  

}1)(Pr{})(Pr{})(Pr{  ntNntNntN  

)()(}Pr{}Pr{ ]1[][

1 tFtFtStS nn

nn



   (n=0, 1, 2,…)  (2.47)  

である．  

 )(tN の平均 )]([E)( tNtM  は再生関数と呼ばれる．平均の定義から )(tM は， 





















1

]1[

1

][

1

]1[][

1

)()()}()({})(Pr{)(
n

n

n

n

n
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tnFtnFtFtFnntNntM  
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n tFtFntnF  










 
1

][

1

]1[ )()()(
n

n

n

n tFtFtF  (2.48)  

と表される．つまり n 重の畳み込みを n=1 から無限大まで足し合わせれ
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ばよい．  

 次に， ttN /)( と ttM /)( の漸近的な挙動を調べる．図 2.4 は )(tNS と )(tN の

関係を示している．  

 

図 2.4 )(tNS と )(tN の関係  

 

図から，  

1)()(  tNtN StS  (2.49)  

であるので，  

)(

1)(

1)()()()(

1)(1)()(

tN

tN

tN

S

tN

S

tN

t

tN

S tNtNtN 






 (2.50)  

が成り立つ．大数の強法則から， )(tN のとき，確率 1 で )(/)( tNS tN ,

 }1)(/{1)( tNS tN となる．ただし，μ は F(t)の平均である．はさみうちの

原理から，  



1)(
lim 

 t

tN

t
 (2.51)  

となることがわかる．  

 ところで， )(tF のラプラス・スチルチェス変換を， s をラプラス演算
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子として  


 
0

)(d)(
~

tFesF st
 (2.52)  

と表すことにする． s の実部 0)Re( s とすると，  

1)(d1)(d)(d)(
~

000
 

   tFtFetFesF stst  (2.53)  

であるので，式 (2.48)と合わせて， )(tM のラプラス・スチルチェス変換

は  

)(
~

1

)(
~

)](
~

[)(d)(
~

1
0 sF

sF
sFtMesM

n

nst


 





 
 (2.54)  

となる．また， )(
~

sF を s で微分すると  


 
0

)(d)()(
~

tFtesF st
 (2.55)  

なので， s=0 を中心としたテイラー展開は  

)(1)(
~

sossF    (2.56)  

と表される．これを式 (2.54)に代入することにより，  



1
)(

~
lim

0



sMs

s
 (2.57)  

が得られる．  

ここで，タウバー型定理を説明する．証明は文献 [56]を参照されたい．  
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定理 2.1  （タウバー型定理）  

 F(t)が非減少関数で，そのラプラス・スチルチェス変換 )(
~

sF が s の実部

Re(s)>0 で収束し，ある非負の数 α に対して CsFss  )(
~

lim 0

 ならば，

)1(//)(lim   CttFt が成り立つ．ただし，C は定数とする．  

 

タウバー型定理を式 (2.57)に適用することにより，次の基本再生定理が

導かれる．  

 

定理 2.2（基本再生定理）  

t のとき，再生関数 )(tM は  



1)(


t

tM
 

 

2.3.4 交代再生過程  

 

状態１と状態２を交互に繰り返すシステムを考える．例えば，稼働状

態とダウン状態である．システムがそれぞれの状態にある時間が独立で，

同一の分布に従うとき，この確率過程を交代再生過程という．  

状態１にある時間を表す確率変数を Xn，状態２にある時間を表す確率

変数を Yn とすると，時刻 0 から無限大までの間で，状態１にある確率 A

は，大数の強法則より，  

][E][E

][E

][E

][E

nn

n

nn

n

YX

X

YX

X
A





  (2.58)  

となる．つまり，システムが状態１に遷移してから，次に状態１に遷

移するまでを１サイクルと考えると，状態１にある時間の平均を，１サ

イクルの時間の期待値で割ればよい．  
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2.3.5 再生報酬過程  

 

再生過程において，再生が生起するたびに報酬を受け取ると仮定した

確率過程を再生報酬過程という．  

n 回目 )1( n の再生で得られる報酬を Cn とし，時刻 t までに得られた報

酬の合計を C(t)とする．ただし，Cn は有限の期待値をもち，Xn とは独立

であるとする．C(t)と Cn の関係は次式となる．  





)(

1

)(
tN

n
nCtC  (2.59)  

ここで，単位時間当たりの報酬 C(t)/ t の漸近的な挙動を調べる．まず，  














t

tN

tN

C

t

C

t

tC

tN

n
n

tN

n
n )(

)(

)(

)(

1

)(

1  (2.60)  

と表される．また，大数の強法則より， t のとき，  

][E
)(

)(

1
n

tN

n
n

C
tN

C




  (2.61)  

であるので，式 (2.51)と合わせると， t のとき，式 (2.60)は確率 1 で次

式となる．  



][E)( nC

t

tC
      (2.62)  

つまり，時間を無限大にするとき，単位時間当たりの報酬は，１回当た

りの報酬の期待値を到着時間の期待値で割った値に等しい．  

 次に，単位時間当たりの報酬の期待値である， E[C(t)]/ t の漸近的な挙



36 

 

動を調べる．  

まず準備として，停止時刻について説明する．N が整数をとる確率変

数で， nN  という事象が Xn +1 ,  Xn +2 ,…(n=1, 2,…)と独立ならば， N は      

X1 ,  X2 ,…の停止時刻であるという．停止時刻は，時刻を確率変数として

扱うものであり，例えば，コイン投げで表が出ると 1 点を獲得するよう

なゲームを考え，n 回目の試行で得られる得点の確率変数を nX で表した

とき，  

}10:min{ 1  nXXnN   (2.63)  

とすると，式 (2.63)は，初めに 10 点を獲得したときにゲームをやめるこ

とを表す．N はゲームをやめるときの試行回数を表し，Xn +1 ,  Xn +2 ,…とは

独立なので，停止時刻であるといえる．  

次に，ワルドの等式と呼ばれる次の定理を説明する（証明は文献 [55]

参照）．  

 

定理 2.3（ワルドの等式）  

Xn +1 ,  Xn +2 ,…を互いに独立で同じ分布に従う確率変数，N を停止時刻と

する．E[Xn]と E[N]が有限の期待値をもつとき， Xn の和の平均について

次の等式が成り立つ．  

][E][EE
1

n

N

n
n XNX 










 

 

これを用いると，前述のコインゲームにおける式 (2.63)を満たす N の期

待値は  

][E
2

1
10 N  

より， 20 であることがわかる．  

ワルドの等式を用いると，  
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t

CtN

t

tC n

tt

][E)]([E
lim

)]([E
lim





 (2.64)  

であるから，基本再生定理から，次の定理を得る．  

 

定理 2.4  

再生報酬過程において，再生の到着時間の期待値を μ とすると  



][E)]([E
lim n

t

C

t

tC



 

 

各再生の到着時間間隔を１サイクルと考えると，１サイクルの平均時

間はμであり，１サイクルで得られる報酬の期待値は E[Cn]である．し

たがって，十分時間が経過したときの単位時間当たりの期待報酬は， 1

サイクル当たりの期待報酬 E[Cn]/に近づいていくということである．  
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2.4 最適化手法  

 

 本節では，本論文で用いる最適解を得るための手法を説明する．  

最適化問題は一般的に，決定変数ベクトル x，最小化すべき目的関数

)(xf 及び制約条件 Rx によって表される．R を実行可能領域と呼び，個々

の解 x を実行可能解と呼ぶ．  

 

2.4.1 傾斜法（文献 [57]による）  

 

 関数 )(xf の局所的な最小点が存在するとき，その点を求めることを考

える．このような解を局所最適解という．ここでは 0x  で局所的な最小

点をもつとする．さらに，次のような仮定を設ける．ただし， x はベク

トル xの大きさを表す．  

 

（１） f の最小点 0x  は孤立している．即ち， K が十分小さければ，

K x0 において， )()( 0x ff  である．  

（２）関数 f は十分小さい K に対し， K x0 で x に関して単調減少す

る．  

 

 ３次元空間を考えると，これらの仮定は， c を定数として， cf )(x と

なる等高線は，c が f(0)に十分近いときは，x=0 を含む閉じた線になって

いることを意味している．さらに，  cc 1
とすると，

1)( cf x の等高線は

cf )(x の等高線で囲まれる図形の中に存在することを意味している．図

2.5 はこの場合の等高線の様子を示している．  
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図 2.5 最小値付近の等高線の様子  

 

 傾斜法とは，このような条件が成り立つ関数の最小値を反復法で求め

る最適化手法である．その中でも最急降下法は，最も勾配の大きい方向

へ解を更新していく方法である．k 回目の反復の解が )(k
x であるとき，次

式のように値を更新する．  

Δfxx rkk  )()1( :  (2.65)  

ただし， : は代入操作を表す．また， Δf は勾配ベクトルであり，最急降

下法の場合，等高線に対して常に直角である． r は１回の計算で更新す

る数値の割合を決めるパラメータであり，通常は小さな正の定数である． 

 

2.4.2 黄金分割法（文献 [57]による）  

 

 目的関数が１変数の連続関数で，以下で定義される単峰性をもつ場合

を考える．  

 

定義 2.5  

関数 f(x)が区間 (a ,b)で唯一の停留点（最大点または最小点）をもつと

き， f(x)は bxa  で単峰性を有するという．  
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 区間を狭めることで停留値（ここでは最小値）を探索する方法を考え

る．探索区間を狭めるには，少なくとも区間内の２点で関数の値を知る

必要があることを，図 2.6 を用いて説明する．  

 

 

図 2.6 単峰関数の最小点の存在位置  

 

 明らかに，区間 (a ,b)内の点 x1 での値を求めるだけでは，最小点がその

どちら側にあるかが確定できない．図 2.6 では，別の点 x2  (a<x1<x2<b)で

の値を求めることにより， f(x1)>f(x2)であれば最小点は区間 (x1 ,b)に，

f(x1)< f(x2)であれば区間 (a ,x2)に存在することを表している．  

 探索の際，毎回のステップで一定の割合だけ区間を減少することを考

えると，その比率は黄金比 =0.6180…となる（証明は文献 [57]参照）． i

ステップ目の区間を (a ( i ) ,b ( i ))，関数の値を求めるべき点を x1
( i ) ,  x2

( i )  

(x1
( i )<x2

( i ))とすると，このアルゴリズムは， f(x1
( i ))と f(x2

( i ))の大小に応じ

て以下のどちらかを選択するのみで進行する．  

 

(i) f(x2
( i ))>f(x1

( i ))のとき  

  )(

2

)1( ii xb 
 

)(

1

)1(

2

ii xx 
 

))(1( )()1()()1(
1

iiii abax     

 

 



41 

 

(ii) f(x1
( i ))> f(x2

( i ))のとき  

  )(

1

)1( ii xa 
 

  )(

2

)1(

1

ii xx 
 

  ))(1( )1()()()1(
2


 iiii

abbx   

  

 毎回のステップで探索区間が黄金比の割合で減少するため，この方法

は黄金探索法と呼ばれる．アルゴリズムが単純である上の探索区間減少

割合（即ち探索の効率）が大きいことが知られている．  

 

2.4.3 アニーリング法（文献 [58]による）  

 

 アニーリング法は，焼きなまし法とも呼ばれるメタヒューリスティッ

クな方法である．現在の解 x の近傍 N(x)内の解 x´に，解の良さに応じた

遷移確率を設定し，それに従って次の解を選ぶ方法である．改悪解への

遷移を許すことにより，局所最適解からの脱出を図る．アルゴリズムの

概要は以下である．  

 

ステップ１：初期解 x を生成する．また，初期温度 t を定める．  

ステップ２：以下のステップ a,  b 及び c を，ループの終了条件が満たさ

れるまで反復する．  

a: N(x)内の解をランダムに一つ選び x´とする．  

b: :=f(x´)−f(x)とする（ x´が改悪解ならとなる）．  

c: 0 ならば確率 1,そうでなければ確率 exp(−/t)で解 x´

へ遷移する．  

ステップ３：反復の終了条件が満たされれば現在の解を最適解として終

了する．そうでなければ，温度 t を更新した後ステップ２

に戻る．  

 

 ステップ３の温度更新は冷却スケジュールとも呼ばれ，様々な方法が
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提案されている．冷却に十分時間をかけるとある条件の下で最適解へ漸

近収束することが知られているが，実用的には， 0 から 1 の間のパラメ

ータを毎回乗じる幾何冷却法と呼ばれる方法がよく用いられる．   
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2.5 モンテカルロ法（文献 [59]による）  

 

本研究で提案した近似解法の精度の確認等に用いたモンテカルロ・シ

ミュレーション及びそれに付随する乱数発生方法についてについて説明

する．  

 

2.5.1 逆関数法  

 

逆関数法とは，分布関数の逆関数を用いて乱数を発生させる方法であ

る．確率変数 X が t>0 で故障確率密度関数 f(t)をもっているとすると，  


X

ttfU
0

d)(  (2.66)  

で表される確率変数 U は区間 [0,1]で一様分布となる．したがって，一様

乱数列 {U i}を発生して，  

i

X
Uttfi 0 d)(  (2.67)  

を満たす数列 {X i}を求めると，{X i}は与えられた故障確率密度 f(X)をもつ

乱数列となっている（証明は文献 [59]参照）．  

例えば，パラメータ λ の指数分布に従う乱数は，式 (2.11)を用いて  

)1ln(
1

UX 


 (2.68)  

で与えられ，尺度パラメータ η 及び形状パラメータ β のワイブル分布に

従う乱数は，式 (2.14)を用いて  



44 

 





1

1

1
ln 












U
X  (2.69)  

で与えられる．  

 

2.5.2 モンテカルロ・シミュレーション  

 

モンテカルロ・シミュレーションとは，乱数を用いて試行を繰り返し

行い，得られた値の平均を真の値と推定する方法のことである．前節で

説明した逆関数法によりシステムの故障時刻を与えることにより，保全

費用や稼働率の期待値を求めることができる．真の乱数を用いた場合，

大数の強法則より，サンプル数（試行回数）が無限に多いとき，必ず真

の値を得ることができる．しかし現実にはサンプル数は有限であり，統

計的誤差が発生する．標準偏差で評価されるこの誤差は，サンプル数の

1/2 乗に反比例する．従って，試行回数を増やすと標準偏差は小さくな

るが，精度を一桁向上するためには，試行回数を 100 倍にしなければな

らず，より良い精度で解を得たい場合は多大な計算時間を要する．  
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第３章  フォールト検出時間を伴うシステムへの小修

理の適用  

 

 

3.1 はじめに  

 

 フォールト検出時間を伴うシステムは，その故障が直ちに顕在化しな

いような種類のものに限られる．ここでは，ミサイル等に代表されるワ

ンショットシステムを取り上げる．  

ワンショットシステムとは，一度しか使用できないようなシステムを

いう．ミサイルや魚雷等の兵器類の他にも自動車のエアバッグ等が該当

し，様々な分野で用いられているシステムといえる（図 3.1）．  

 

 

図 3.1 ワンショットシステムの一例  

 

ワンショットシステムは，使用されるまでの間その寿命のほとんどを

倉庫等で過ごすことから，ストレージシステムとも呼ばれる．しかし，

保管中であっても，システムを構成するアイテムの特性や温度・湿度な

どの保管条件，あるいはその他の理由により信頼度が低下し，故障が発

生する可能性がある．  

 ミサイル等比較的大型で複雑なシステムでは，故障の有無を発見する
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ため冶具による計測や模擬信号による動作確認等の専門的な点検を適当

な間隔で実施する必要がある．なぜなら，ワンショットシステムには救

命や戦闘等の目的に用いられるシステムが多く，高い信頼性を保つこと

が極めて重要だからである．一般に，点検間隔が長いとフォールト検出

時間が長期化し，稼働率の低下に繋がる．一方，点検間隔が短いと故障

の早期発見には有効であるものの，点検費用がかさんでしまう．また，

極端に短い間隔で点検を実施すると，点検にかかる時間によっては逆に

稼働率を低下させる要因となる．そこで，ワンショットシステムでは適

当な点検間隔を決定する問題が扱われてきた ([6]-[10], [60]-[63])．  

 １章で述べたように，現代のシステムは複雑化が進んでおり，１回の

故障発見までに重点を置いた解析ではシステムのライフサイクルコスト

を考える上で不十分である．実状を理論モデルに反映するため，本章で

はワンショットシステムの故障が点検によって発見された際に，取替え

ではなく小修理が行われると仮定する．これにより，より現実的な解析

を行うことができる．  

 各節でのモデルは表 3.1に示すとおりである． 3.2節では，単一のユニ

ットからなるワンショットシステムに関する基本的な解析を行う． 3.3

節では，ワンショットシステムでよく用いられる，火薬等の点検での故

障発見が困難であるユニットを考慮したモデルを提案する． 3.4節では，

マルチユニットモデルを提案する． 3.5節では，非定期点検モデル， 3.6

節では取替時期管理方法に関する考察を述べる．最後に 3.7節で本章の結

論を述べる．  
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表 3.1 提案モデルの概要  

節  モデル  概  要  

3.2 シングルユニット  単一のユニットからなるワンショ

ットシステムに対し，故障発見の際

に小修理， n回目の故障発見時に取

替えを行うモデル  

3.3 ２ユニット  3.2節でのユニットに加え，点検でも

故障が発見されないユニットを考

慮したモデル  

3.4 マルチユニット  複数の，点検でのみ故障が発見され

るユニットから構成されるシステ

ムに対するモデル  

3.5 シングルユニット・非定期

点検  

シングルユニットモデルを定期点

検から非定期点検に拡張したモデ

ル  

3.6 シングルユニット・定時取

替え  

シングルユニットモデルの取替え

について，定期的に行う方法と故障

発見時に行う方法を比較する．  
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3.2 シングルユニットモデル  

 

 本節では，単一のユニットからなる，小修理を伴うワンショットシス

テムを考える．このモデルは最も単純であり，小修理を伴うワンショッ

トシステムの中でも基礎的なモデルといえる．本節での議論をもとに，

次節以降でより発展的なモデルを解析することができる．  

システムは，故障の有無を確認するため定期的に点検される．点検に

おいて故障が発見されたならば小修理を行う．システムは， n 回目の故

障が発見されたときに取替えられる．   

保全にかかる時間を加味し，非定常ポアソン過程の結果を用いてシス

テムの平均アベイラビリティ及び平均コストレートを導出する．さらに，

必要とされる平均アベイラビリティを満たしながら，平均コストレート

が最小となる点検間隔及び取替えまでの故障回数を決定する．  

 

3.2.1 記 号  

 

 本節では，以下の記号を用いる．  

 

n：取替えまでの故障回数  

T：点検間隔  

X l： l−1 回目の小修理後の稼働時間を表す確率変数（ここで， l=1, 2,…, n

であり， 0 回目の小修理とは，システムの運用を開始した時点また

はシステムが取替えられた時点を指す．）  

Y l： l 回目の故障が発生するまでのシステムの稼働時間を表す確率変数，

つまり ll XXXY  21  

)()( tF l ：  X l の累積分布関数．つまり， l−1 回目の小修理終了後のシステ

ムの故障分布関数．ただし， )()( )1( tFtF   

)()( tG l ：Y l の累積分布関数  

)(tf ：故障確率密度関数， dF(t)/dt  
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h(t)：故障率関数  

H(t)：累積故障率関数  

：ワイブル分布の尺度パラメータ  

：ワイブル分布の形状パラメータ  

μ ( l )： l−1 回目の小修理終了時点から， l 回目の故障までの平均稼働時間  

Co(n ,T)：システムの取替え直後から次の取替えまでの間にかかるコスト

の期待値  

Q(n ,T)：システムの取替間隔の期待値  

C I：１回当たりの点検コスト  

CR：１回当たりの小修理コスト  

CP：１回当たりの取替コスト  

Im ：点検にかかる時間の期待値  

Rm ：小修理にかかる時間の期待値  

pm ：取替えにかかる時間の期待値  

A(n,T)：時間間隔 [0,∞)での平均アベイラビリティ  

:目標平均アベイラビリティ  

C(n,T)：時間間隔 [0,∞)での平均コストレート  

 

3.2.2 仮 定  

 

 モデルの仮定は以下に示すとおりである．また，図 3.2 はシステムの

状態の時間経過の一例を示している．  

 

（１）  システムは単一のユニットから構成されており，正常または故障

の２状態をとり得る．故障は IFR の一般分布に従い発生する．つ

まり， h(t)は単調増加関数である．  

（２）  システムは，直近の保全（点検，小修理及び取替え）が終了して

から一定時間 T 後に点検される．  

（３）  故障は点検でのみ発見される．また，故障は発生後の点検で必ず



50 

 

発見される．  

（４）  故障が発見されたならば，直ちに小修理が実施される．ただし，

n 回目の故障が発見されたときには取替えが行われ，システムは

「新品同様」になる．  

（５）  点検，小修理及び取替えにかかる時間はそれぞれ平均 Im , Rm 及び

Pm の一般分布に従う．  

（６）  保全中及び故障中におけるシステムの故障率は変化しない．また，

保全中に故障は発生しない．  

 

 

図 3.2 システムの状態の時間経過の一例  

 

以上の仮定の下，平均アベイラビリティ ),( TnA を満たしつつ，平均

コストレート C(n ,T)が最小となる最適な n 及び T を求める．  

 

3.2.3 目的関数の導出  

 

 システムの時間間隔 [0,∞)での平均コストレート及び平均アベイラビ

リティを求める．システムの取替えが完了したときに，システムは新品

同様に回復する．また，それぞれの取替間隔は独立で，かつ同一の分布

に従うので，システムの取替えは再生過程に従うといえる．さらに，再

生の度に取替え等のコストが発生すると考えると，システムの平均コス

トレートは取替えと次の取替えの間を一つのサイクルとした再生報酬過

程により解析できる．  



51 

 

 このサイクルを無限に繰り返すとき，再生報酬過程の議論（定理 2.4）

より，単位時間当たりの平均コストは，１サイクル当たりのコストの期

待値を１サイクル当たりの時間の期待値で割ることで求められる．また，

交代再生過程の議論（式 (2.58)）より，平均アベイラビリティは，１サイ

クルでの稼働時間の期待値を１サイクルの時間の期待値で割ることによ

り求められる．  

 よって以下から，１サイクル当たりの平均稼働時間，１サイクルの平

均時間（平均取替間隔）及び１サイクル当たりの平均コストを求める．  

 

3.2.3.1 小修理後の故障分布関数  

保全中はシステムの故障率が変化しないので，システムの直近の取替

えが行われた時間（取替作業が終了した時刻）を 0 とし，システムが保

全中である時間を除いた時間軸を考える．小修理の前後で故障率は変化

しないので，時刻 y で l−1 回目の小修理を行ったという条件の下での小

修理後のシステムの条件付き故障分布関数 )()( yxF l は次式で表される．  
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  (3.1)  

このように，小修理を行った後の故障分布は，故障を経験した回数に

関わらず，これまでに稼働した時間にのみ依存する．システムの l−1 回

目の小修理後の故障分布関数は，式 (3.1)を積分することにより，次式で

表される．  
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ここで， )()( yG l は l 回目の故障が発生するまでの総稼働時間が y 以下であ
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る確率を表すが，小修理により故障率が変化しないことから，強度関数

h(y)の非定常ポアソン過程により記述することができる．よって，式

(2.40)から )()( yG l は  
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と表される．これは微分可能で，  
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であるから，式 (3.2)は，式 (3.1)とあわせて， 2l のとき，  
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となる．なお，式 (3.5)は文献 [23]中でも導かれている．  

 

3.2.3.2 平均稼働時間  

 システムが取替えられるまでの平均稼働時間も同様に，式 (3.3)から得

られる．l−1 回目の小修理から l 回目の故障が発生するまでの間の平均稼

働時間 ( l )は， l 回目の故障が発生する時刻の期待値と l−1 回目の故障が

発生する時刻の期待値の差であるので，  
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となる．よって，１サイクル当たりの平均稼働時間は，  
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となる．なお，システムの故障分布関数が尺度パラメータ η 及び形状パ

ラメータ β のワイブル分布に従うとき，H(x)=(x/)を用いて式 (3.6)及び

(3.7)はそれぞれ式 (3.8)及び (3.9)のように簡単化される．   
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3.2.3.3 平均取替間隔  

 まず， n=1 の場合を考える．これは，システムの故障が発見されたな

らば，小修理を行わずに直ちに取替えを行うことを意味する．また，保

全にかかる時間は期待値を考慮すればよい．よって，平均取替間隔は次

式で表される．  
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2n のときは， n−1 回目までの故障に対しては小修理を行い， n 回目

の故障に対しては取替えを行うことを考慮すると，式 (3.10)と同様に，  
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となる．  

 

3.2.3.4 平均コスト  

 取替えまでのコストの期待値は，3.2.3.3 節と同様に次式で計算できる． 
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3.2.3.5 目的関数  

平均アベイラビリティは，式 (3.7)を式 (3.11)で除して，次式となる．  
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平均コストレートは，式 (3.12)を式 (3.11)で除することにより，  
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 (3.14)  

と求められる．なお，保全にかかる時間が全て無視できる場合，式 (3.13)

及び (3.14)はそれぞれ式 (3.15)及び (3.16)となる．  
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3.2.4 目的関数の挙動   

 

本小節では，目的関数の T に関する数学的な挙動を調べ，現実的な条

件で平均アベイラビリティは T に関して極大値を唯一もつ単峰関数とな

ること及び平均コストレートがある部分で単調減少することを明らかに

する．  

まず，T→∞のとき，式 (3.13)の平均アベイラビリティは次式となる．  
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また， 0Im のとき T→0 とすると  
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 (3.18)  

が成り立つ．式 (3.17)及び (3.18)，並びに平均アベイラビリティは点検間

隔 T に関する連続関数であることから，平均アベイラビリティは 0Im
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のとき少なくとも１点で極大値をもつと言える．実際，故障がワイブル

分布に従うとし，様々なパラメータで検証した結果，現実的な条件では

極大値を唯一もつ関数となっていることが分かった（付録Ａ参照）．以後，

極大値をとる点検間隔 T*が唯一存在するとして議論を進める．  

平均コストレートの極限は  

0
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であり， 0Im のときは  
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が成り立つ．また，コストレートの T に関する偏微分は  
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となる．ただし，  
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である． 0)(  TP より，C(n ,T)は T>T*のとき単調減少する．一方， T<T*

での挙動は一意に定まらないが，単調減少とはならない場合もある（録

Ｂ参照）．  

 以上の議論をまとめると，点検間隔に関する目的関数について既知の

情報は図 3.3 で表される．ただし，maxA(n ,T)>であり，A(n ,T)=を満た

す点検間隔を T1 ,  T2(T1<T2)としている．なお，図中 T<T*でのコストレー
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トの挙動は一意に定まらないため未記入である．  

 

 

図 3.3 目的関数の挙動 (m I>0)  

 

3.2.5 アルゴリズム  

 

 前小節の議論から， n が既知のとき点検間隔の最適解を求めるアルゴ

リズムを以下に提案する．ただし， :=は代入操作を意味する．アベイラ

ビリティは単峰なので，その極値は黄金分割法を用いて求めることがで

きる．   

 

ステップ１：黄金分割法で T*を求める．  

ステップ２：もし A(n ,T*)<ならば最適解は存在しない．そうでなければ

T1 ,  T2 ,  C(n ,T2)を求める．  

ステップ３：区間 [T1 ,T*]での最小コストレートを求め，C(n ,T2)と比較す

る．より小さい方が最適コストレートであり，それを与え

る T が最適点検間隔である．   

 

上のアルゴリズムを n=1 から順に逐次実行することにより， n の最適



58 

 

解を求めることができる．ただし， n が変化したとき最適コストレート

が単峰ないし単調増加になることは多くの場合に成り立つことが分かっ

ているものの，未証明である．  

 

3.2.6 数値例  

 

 システムは目標平均アベイラビリティ=0.9 以上を保持する必要があ

るとし，数値例を示す．まず，保全にかかる時間を無視できる場合につ

いての計算結果を示し，次に無視できない場合について示す．パラメー

タは表 3.2 に示すとおりである．  

 

表 3.2 パラメータ  

分布関数  
尺度パラメータ  

(η)  

形状パラメータ  

(β)  
C I  CR  CP  

ワイブル  3000  2.0  10  50  400  

 

 n=3 及び n=4 のときの点検間隔に対する平均アベイラビリティ（式

(3.15)）及び平均コストレート（式 (3.16)）の変化を図 3.4 に示す．  



59 

 

 

図 3.4 保全時間が無視できる場合の目的関数の挙動 (n=3,4)  

 

 図 3.4 から，平均アベイラビリティは点検間隔が増加するとともに直

線的に減少している様子が確認できる．これは，m I=0 のため図 3.3 で示

す性質が成り立たないためである．平均コストレートは T が小さくなる

ほど傾きが急になっている．これは，式 (3.16)の右辺第２項，即ち単位時

間当たりの点検コストが増大するためと考えられる．また，n=4 のとき，

最適点検間隔は 312 で，平均コストレートは C(4,312)=0.1172 となってい

る ． こ れ は ， n=3 及 び n=5 の と き の 最 適 解 C(3,358)=0.1182 及 び

C(5,280)=0.1183 より安く，全体の最適解となっている．  

 次に，保全にかかる時間を考慮した数値例を示す．パラメータを m I=3, 

mR=6, mP=8 とする． n=2, 3 のときの平均アイラビリティ及び平均コスト

レートの点検間隔による変化を図 3.5 に示す．  

312  

358  
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図 3.5 保全時間を考慮した場合の計算結果 (n=2,3)  

 

 n=2, 3 と固定したときの最適解は図 3.5 からそれぞれ C(2,387)=0.1271，

C(3,312)=0.1219 である．また， n=4 のときの最適解は C(4,266)=0.1222

となり，C(3,312)=0.1219 が全体の最適解となっている．なお， n=3 のと

き平均アベイラビリティは T=99 で最大値 0.9387 をとり，このときの平

均コストレートは C(3,99)=0.1918 となった．  

 

3.2.7 まとめ  

 

 本節では，単一ユニットからなるワンショットシステムが，故障発見

の際に小修理が行われるモデルを提案し，平均コストレート及び平均ア

ベイラビリティを導出した．また，要求される平均アベイラビリティを

満たしつつ，平均コストレートが最小となる点検間隔の最適値を決定し

た．  

 本モデルを基本とし，次節以降でより発展的かつ現実的なモデルを提

案し，解析する．  

312  387  
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3.3 ２ユニットモデル  

 

本節では，２ユニットからなる，小修理を伴うワンショットシステム

を考える．前節の解析方法を応用し，２つのユニットが直列に接続され

ている場合について考える．  

ユニット１は前節で取り上げられたユニットと同じ性質をもつ．即ち，

点検でのみ故障が発見されるユニットである．しかし，実際のワンショ

ットシステムには，それとは性質を異にするユニットも含まれている．

例えば，システムを使用しない限り故障しているかどうかが分からない

火薬等のユニットが挙げられる [61]．このようなユニットの故障の有無

を確認することは困難であるため，取替えを前提とした保全計画が立て

られる場合が多い．  

 点検でも故障が発見できないユニットをユニット２とし，ユニット２

の取替えに関する方策を２種類提案する．一つはユニット１の保全と連

動した時期に取替えを行う同時取替方策であり，もう一つはユニット１

の保全とは独立に取替えを行う独立取替方策である．それぞれの方策に

ついて，システム全体としての平均アベイラビリティ及び平均コストレ

ートを導出し，ある平均アベイラビリティを満たしつつ，平均コストレ

ートを最小化する保全方策を決定する．また，得られた最適解を比較す

ることにより，どちらの方策がより効率的かという点について検討する． 

 

3.3.1 記 号  

 

 使用する記号は 3.2.1 節に準じる他，以下のとおりとする．なお，下

付け文字 i  (i=1,2)でユニット i を，s でシステムを表す．例えば， )(1 tH は

ユニット１の累積故障率関数を表す．  

 

N：同時取替方策における，ユニット２の取替えまでのユニット１の点

検回数  
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T：同時取替方策における，ユニット１の点検間隔  

T1：独立取替方策における，ユニット１の点検間隔  

T2：独立取替方策における，ユニット２の取替間隔  

ASs(N ,T)：同時取替方策における，システムの平均アベイラビリティ  

CSs(N ,T)：同時取替方策における，システムの平均コストレート  

A I s(T1 ,T2)：独立取替方策における，システムの平均アベイラビリティ  

C I s(T1 ,T2)：独立取替方策における，システムの平均コストレート  

Z I：ユニット１の点検にかかる時間を表す確率変数  

ZR：ユニット１の小修理にかかる時間を表す確率変数  

ZPi：ユニット i の取替えにかかる時間を表す確率変数  

m I：Z I の期待値  

mR：ZR の期待値  

mp i：Zp i の期待値  

：システム全体の再生間隔の期待値  

Co：システムの再生間隔当たりの平均コスト  

 

3.3.2 仮 定  

 

 以下に，本節の仮定を示す．  

 

（１）  システムはユニット１及びユニット２から構成されており，機能

的に直列に接続されている．  

（２）  ユニット１は，直近の自身の保全（点検，小修理及び取替え）が

終了してから一定時間後に点検される．各ユニットの故障は一般

分布に従い，ユニット１は IFR である．  

（３）  ２つのユニットの故障は互いに独立に発生する．  

（４）  ユニット１の故障は定期的に行われる点検で必ず発見される．  

（５）  ユニット１の故障が発見されたならば，直ちに小修理が実施され

る．  
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（６）  ユニット１とユニット２の保全は同時に行うことができ，保全の

完了は互いに独立である．  

（７）  ユニット１は n 回目の故障が発見されたときに取替えられ，「新

品同様」になる． n は既知である．  

（８）  ユニット２の故障は点検で発見できない．そのため，定期的に取

替えられ，「新品同様」となる．  

（９）  ユニットの保全中及び故障中の故障率は変化しない．また，保全

中に故障は発生しない．  

 

システムの平均アベイラビリティが 以上を満たしつつ，平均コスト

レートが最小となる解を最適解とする．  

基本的にユニット２は定期的に取替えられるが，その取替方策につい

て２つの方法を提案する．  

 

（１）同時取替方策  

本方策では，ユニット２の取替えを，ユニット１を点検する時期

に合わせる．よって，ユニット２の取替間隔をユニット１の点検間

隔の整数倍の間隔にしか設定することができないため，ユニット２

固有の最適取替時期に取替えを行うことは難しい．しかし，両ユニ

ットの保全を同時に行うことにより，保全時間を短縮することがで

きるので，システム全体としてのアベイラビリティ向上に寄与する

と考えられる．  

（２）独立取替方策  

本方策では，ユニット２の取替えをユニット１とは全く独立に行

う．ユニット１とユニット２の保全を独立に行うことにより，それ

ぞれのユニットの故障分布に応じて最適な時期に保全を行うことが

できる．しかし，どちらかのユニットに保全を行っている間はシス

テムが非稼働となり，全体の保全時間が長くなる恐れがある．  
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 以下で，それぞれの方策について論じる．  

 

3.3.3 同時取替方策  

 

 以下で同時取替方策の詳細について説明する．また，図 3.6 に同時

取替方策の時間経過の一例を示す．  

 

（ア）ユニット２は，直近の取替えが行われてから，N 回目の（ユニッ

ト１）点検またはユニット１の故障が発見されたときに取替えら

れる．  

（イ）保全時間は，通常稼働時間に比べて十分短いため，片方のユニッ

トが保全中の，もう片方のユニットの故障率の変化は無視できる．

また，その期間に新たな故障が発生することはない．  

 

 ここでは，ユニット２の取替えは容易であるため，定期的な取替えに

加え，ユニット１の故障発見時にも予防的な取替えを行うと仮定する．  

 

図 3.6 同時取替方策の時間経過の一例 (N=2)  

 

ここから，モデルの平均アベイラビリティ及び平均コストレートを N

及び T の関数として導出する．ユニット１が取替えられるときは，ユニ

ット１の n 回目の故障が発見されたときなので，同時にユニット２も取
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替えられる．つまりユニット１の取替えにより，システム全体としても

「新品同様」となる．そこで，ユニット１の取替えから次の取替えまで

を１サイクルとして前節同様に解析を行う．  

 ユニット１の直近の小修理（または取替え）から，どちらかのユニッ

トが保全中の時間を除いた時間を t で表すと，ユニット１の l−1 回目の

小修理後のシステムの信頼度関数は，次式で表される．  

))1(()()( 2

)(

1 NTutFtFtF l

s   ,)1(( uNTtNTu  ,...)2,1u  (3.23)  

これを用いて，１サイクル当たりのシステムの平均稼働時間は次式のよ

うに求められる．  
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次に，１サイクル当たりの平均期間を求めるため，保全にかかる時間

を求める．実施される可能性のある保全の組合せは，次の３種類がある

（図 3.7）．  

 

（Ａ）ユニット１の点検のみ  

（Ｂ）ユニット１の点検及びユニット２の取替えのみ  

（Ｃ）ユニット１の点検及び小修理（または取替え）並びにユニット

２の取替え  
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図 3.7 実施される保全の組合せ  

 

それぞれの場合における保全時間の期待値を求める．  

まず，（Ａ）の場合について考える．この場合，ユニット２は取替えら

れないので，１サイクル当たりに（Ａ）が起こる回数の期待値は，１サ

イクル当たりの平均点検回数とユニット２の平均取替回数の差である．

ここで，１サイクル当たりのユニット２の平均取替回数は，  
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であるので，（Ａ）の場合の保全時間の期待値は次式となる．  
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次に，（Ｂ）の組合せで保全が行われるとき，点検で故障が発見されて

いない．なぜなら，故障が発見された場合は小修理または取替えを行う

ため，（Ｃ）に分類されるからである．よって，この場合の保全時間の期
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待値は次式となる．  
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 (3.27)  

つまり，（Ｂ）が生起する平均回数に，点検とユニット２の取替えのうち，

長いほうの時間の期待値をかければよい．  

 最後に（Ｃ）の場合を考える．これは点検でユニット１の故障が発見

された場合を意味するが，この点検が l−1 回目の小修理から N の整数倍

回目である（図 3.7(C)右矢印）か否か（図 3.7(C)左矢印）に分類できる．

N の整数倍回目のケースでは，ユニット２の取替えが事前に計画されて

おり，そうでないケースではユニット１の故障が発見された結果として

ユニット２の取替えが決定されるという相違がある．そこで，ユニット

１の l 回目の故障が l−1 回目の小修理から N の整数倍回目の点検で発見

される確率を π l とすると，  
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と表される．よって，（Ｃ）の場合の保全時間の期待値は式 (3.29)となる．  
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ここで，  
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である．以上より，保全時間を含めた１サイクルの平均間隔 は，  
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で求められる．なお，式 (3.30)の右辺第１項は，保全が行われている以外

の時間の期待値を表している．  

 最後に，１サイクル当たりの平均コスト Co は，式 (3.12)にユニット２

の取替コストを加えればよいので，次式となる．  
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 以上より，システムの平均アベイラビリティ及び平均コストレートは

それぞれ式 (3.32)及び (3.33)となる．  
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0Im のとき  

0),(lim),(lim
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 (3.34)  

より，システムの平均アベイラビリティは少なくとも１点で最大値をと
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る．  

 保全にかかる時間を無視することができるとき，平均アベイラビリテ

ィ及び平均コストレートはそれぞれ次の式に書き換えられる．  
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3.3.4 独立取替方策  

 

 以下で独立取替方策の詳細について説明する．また，図 3.8 は独立取

替方策の時間経過の一例を示している．  

 

（ア）ユニット１は，直近の保全終了から時間 T1 後に点検される．  

（イ）ユニット２は，直近の取替え終了から時間 T2 後に取替えられる． 

 

図 3.8 独立取替方策の時間経過の一例  
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ここで，ユニット２単独の平均アベイラビリティは，式 (3.37)で表され

る．  
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２つのユニットの稼働・非稼働は独立に決まるから，システムの平均ア

ベイラビリティは，式 (3.13)及び (3.37)から  
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と表せる．平均コストレートについても同様に，式 (3.14)を用いて  
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となる． 0Im のとき，平均アベイラビリティは，   

0),(lim),(lim 21
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21
, 2121
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 (3.40)  

が成り立ち，さらに各ユニットの独立性から，  

}max{}max{)},(max{ 2121 AATTAIs   (3.41)  

なので，少なくとも１点で最大値をとり，最大値を与える T1 及び T2 は

それぞれのユニットの故障分布にのみ依存する．  
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 保全にかかる時間が無視できる場合，式 (3.38)及び式 (3.39)はそれぞれ， 
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となる．  

 

3.3.5 数値例  

 

 システムは 0.9 以上の平均アベイラビリティを保持する必要があると

仮定し，数値例を示す．まず，保全にかかる時間が無視できる場合にお

いて，同時取替方策及び独立取替方策の両方策の計算結果を示し，次に

保全にかかる時間が無視できない場合の２つの方策の計算結果を示す．

各ユニットのパラメータは表 3.3 に示すとおりである．表 3.4 に，保全

時間が無視できる場合の各方策での最適解を示す．  

 

表 3.3 各ユニットのパラメータ  

ユニット  
分布  

関数  

尺度パラ

メータ  

形状パラ

メータ  

取替え

コスト  
CR  C I  n  

1  ワイブル  3000  2.0  400  50  10  3  

2  ワイブル  1700  2.5  40   
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表 3.4 保全時間が無視できる場合の最適解  

同時取替方策  
T  N  CS s(N ,T)  

249  3  0.1949  

独立取替方策  
T1  T2  C I s(T 1 ,T 2)  

243  724  0.1896  

 

２つの方策の最適解を比較すると，独立取替方策の方が，少ないコス

トで必要とされる平均アベイラビリティを実現できることがわかる．こ

れは，独立取替方策が，同時取替方策に比べユニット２の取替間隔をよ

り細かく設定できるからと考えられる．  

同時取替方策の計算結果を図 3.9 に示す．ただし，N の最適値は 3 で

あったが，ここでは比較のため，N=1 と N=3 の場合の計算結果を示して

いる．  

 

図 3.9 保全時間が無視できる場合の同時取替方策の目的関数の挙動  

 

 図 3.9 から，N=1 のコストレートは N=3 のときより高くなっているこ

249 
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とが確認できる．  

 次に，保全にかかる時間を考慮した場合の計算結果を示す．保全にか

かる時間は表 3.5 のとおりである．ここでは，全て指数分布に従うもの

と仮定している．  

 

 表 3.5 平均保全時間  

点検  小修理  
取替え  

ユニット１  ユニット２  

3  6  8  5  

 

各方策における最適解は，表 3.6 に示すとおりである．   

 

表 3.6 保全時間を考慮した場合の最適解  

同時取替方策  
T  N  CS s  

208  3  0.2096  

独立取替方策  
T1  T2  C I s  

188  610  0.2102  

 

 この場合は，独立取替方策よりも同時取替方策の方が，わずかに少な

いコストで目標アベイラビリティを満たしていることがわかる．これは，

同時取替方策ではユニット１とユニット２の保全を同時に行うことがで

き，保全によるダウンタイムを最小限に抑えることができるからである．

よって，保全時間が長くなればなるほど，同時取替方策の方が有利にな

ると予想される．当然ではあるが，表 3.6 の結果はいずれも，保全時間

が無視できる表 3.4 の結果よりもコストが高く，また，点検及び取替え

の期間もより短くなっている．次に，図 3.10 に同時取替方策での平均ア

ベイラビリティ及び平均コストレートの計算結果を示す．ここでも N=1

の場合を併記している．  
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図 3.10 保全時間を考慮した場合の同時取替方策の計算結果  

 

 図から，同時取替方策における平均アベイラビリティの最大値は，

ASs(3,101)=0.9261 で，このときの平均コストレートは CSs(3,101)=0.3222

となる．  

 図 3.11 及び 3.12 に，独立取替方策での平均アベイラビリティ及び平

均コストレートの計算結果をそれぞれ示す．  

 

101 

208 
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図 3.11 保全時間を考慮した場合の  

独立点検方策の平均アベイラビリティ  

 

 

 

図 3.12 保全時間を考慮した場合の独立取替方策の平均コストレート  
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 図 3.11 から，独立取替方策における平均アベイラビリティの最大値は

A I s(99,354)=0.9204 であり，このとき C I s(99,354)=0.3032 であることがわ

かる．また，図 3.12 からは，平均コストレートが T1 ,  T2 どちらに対して

も単調に減少していく様子が確認できる．  

 最後に，いくつかの平均保全時間の組み合わせに対する各方策での最

適解と最適コストレートの比を表 3.7 に示す．ただし，表中の CSs
*と C I s

*

はそれぞれ同時取替方策，独立取替方策の最適コストレートを意味する． 

 

表 3.7 保全時間の組み合わせによる最適解とコストの比  

m I  mR  mP1  mP2  

同時取替方策  独立取替方策  最適コストレ

ート比

（CSs
*/C I s

*）  
N  T  CSs

*  T1  T2  C I s
*  

0  0  0  0  3  249  0.1949  243  724  0.1896  1.028  

2  5  6  4  3  221  0.2043  209  641  0.2024  1.009  

3  5  6  4  3  212  0.2080  196  618  0.2073  1.003  

3  6  8  5  3  208  0.2096  188  610  0.2102  0.997  

4  6  9  6  3  193  0.2169  168  554  0.2222  0.976  

 

 表 3.7 から，保全時間が長くなるほど各方策での最適保全間隔は短く

なり，同時取替方策が有利になっていることが確認できる．  

 

3.3.6 まとめ  

 

 本節では， 3.2 節で解析したシングルユニットモデルを拡張し，２ユ

ニットからなるワンショットシステムの保全方策を提案した．ユニット

１の故障は点検で発見されるのに対し，ユニット２の故障はどのような

点検でも発見されないと仮定した．これは，現実のワンショットシステ

ムに含まれる化学的なユニットをモデル化したものである．  

 定期的に点検されるユニット１に対し，ユニット２は定期的に取替え

られると仮定し，ユニット２の取替方策を２種類提案した．ユニット１

の点検と同時に取替えを行う同時取替方策と，点検と取替えをそれぞれ
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独立に行う独立取替方策である．  

 数値例にて各方策の最適解を比較した結果，保全にかかる時間が長い

ほど同時取替方策の方が有利であることを確認することができた．一方，

独立取替方策には，ユニット１の点検とユニット２の取替時期がある程

度近くとも，同時には保全を行わないため，全体の保全時間が長くなる

という弱点がある．これを補うため，ユニット２の取替間隔を固有の最

適値に設定しつつ，取替時期がユニット１の点検とある程度近いときに

は，同時に保全を行うという方策が考えられる．このような方策を適用

すれば，本節のどちらの方策よりも効率的な運用ができる可能性がある．

この方策についての研究は今後の課題として残る．  
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3.4 マルチユニットモデル  

 

 本節では， 3.2 節での解析方法を応用し，複数の異なるユニットが直

列に接続されているワンショットシステムを考える．ここでは，前節の

ように特性の異なるユニットは扱わず，全てのユニットの故障は点検で

必ず発見されると仮定する．また，故障が発見されたユニットは直ちに

小修理される．全体として n 回目のユニット故障が発見されたときに，

システム内のユニットは全て取替えられると仮定し，システムの平均コ

ストレートが最小となる保全方策を決定する．  

このようなシステムの信頼度を時間に依存した形で解析することは容

易でなく，これまでモンテカルロ・シミュレーションによる解析 [62][63]

や時間非依存の信頼度解析 [64]が研究されてきた．本節では，２種類の

近似手法を提案し，解析を行う．それぞれの結果をモンテカルロ・シミ

ュレーションの結果と比較することで，近似の精度を評価する．  

なお，本節ではアンアベイラビリティをリスク（コスト）で評価する

ことにより，全体のコストレートを最小化する問題を考える．  

 

3.4.1 記 号  

 

本節で用いる記号は 3.2.1 節に準じる他以下のとおりである．ただし

必要なときは，下付け文字 i でユニット i を， s でシステムを表す．  

 

m：システムを構成するユニット数  

τ：システムの平均取替間隔  

C I：システム全体の１回当たりの点検コスト  

CRi：ユニット i  (i=1, 2,…, m)の１回当たりの小修理コスト  

CD：単位時間当たりのシステムのダウンコスト  

CP：システム全体の１回当たりの取替コスト  

CM：システムの取替え直後から次の取替えまでの間にかかる全小修理コ
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ストの期待値  

 

3.4.2 仮 定  

 

 モデルの仮定は 3.2.2 節に準じる他，以下のとおりである．また，図

3.13 はシステムの状態の時間経過の一例を示している．  

 

（１）システムは m 個のユニットの直列接続により構成されている，各

ユニットの故障は非同一の一般分布に従う．システム全体として

の故障率は IFR である．  

（２）各ユニットは，直近の点検から一定時間 T 後に同時に点検される． 

（３）保全作業にかかる時間は全て無視できる．   

（４）システムが非稼働状態であることにより，リスクが発生する．リ

スクは通常，システムが使用できない確率と使用できなかったこ

とによる損失コストの積で与えられるが，本研究では簡単のため，

単位時間当たり CD のダウンコストが発生するものとする（付録Ｃ

参照）  

（５）システムは前回の取替えから合計で n 回目の故障が発見されたと

きに，全ユニットが取替えられ，「新品同様」になる．  
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図 3.13 システムの状態の時間経過の一例  

 

なお，図 3.13 における時刻 4T での点検のように，点検で複数の故障

が発見され，小修理された場合については，それぞれについて小修理回

数を数える．  

本節での仮定は前節までのものと若干異なる．まず，前節までは保全

にかかる時間を考慮したが，本節では問題を簡単化するため無視できる

と仮定する．また，前節まではある平均アベイラビリティを満たしつつ，

平均コストレートの最小化を目指したが，本節ではシステムのダウン状

態である期間にダウンコストが発生すると仮定し，ダウンコストを含め

た合計の平均コストレートを最小化する問題を考える．  

 

3.4.3 解 析  

 

 システムは n 回目の故障が発見された時点で再生すると考えることが

できる．よって，取替えから次の取替えまでの間を１サイクルとして解

析する．まず n=1 の場合について解析し，次に， n が 2 以上の場合につ

いて考える．  
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3.4.3.1 n=1 の場合  

 この場合，初めのユニット故障が発見された際に，修理を施すことな

くシステム内の全てのユニットが取替えられる．１サイクル当たりの平

均稼働時間は，式 (2.20)を用いて，  
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と表される．次に，１サイクル当たりの平均コストは，  
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となる．また，１サイクル当たりの平均間隔（平均取替間隔）は  
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である．以上より，平均コストレートは，  
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と表される．このように n=1 の場合はシステムの信頼度関数に関する完

全な情報が与えられているので，比較的容易に平均コストレートを求め

ることができる．  

 

3.4.3.2 2n の場合  

 次に， n が 2 以上の場合について考える．この場合，システムの取替
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えまでに，各ユニットがどのような順序で何回故障するかを表す故障パ

ターンの数が n 及び m とともに増大すること，また計算の複雑性が増す

ことにより，一般的な解を求めるのは簡単ではない．例として n=2, m=2

の場合を付録Ｄで説明する．  

そこで，本節では近似を用いて解析する方法を検討する．まず，平均

コストレートを導出するために必要な近似を考える．仮に，小修理を行

った後のシステムの信頼度関数が既知だとすると，式 (3.47)をそのまま拡

張することができる．しかし，式 (3.47)には小修理のコストは考慮されて

いない．システムの取替えまでに，それぞれのユニットが何回小修理さ

れるかを解析的に求めることは容易ではない．よって，小修理を行った

後のシステムの信頼度関数 )()( xF l
s ( )2l 及び小修理コスト CM を近似によ

り求める．  

 信頼度関数及び小修理コストの近似に用いる式は以下のとおりである．

信頼度関数に用いる近似式を２種類提案し，近似式 A1，近似式 A2 と呼

ぶ．小修理コストの近似に用いる式を近似式 B と呼ぶ．  

 

近似式 A1（平均稼働時間を用いた信頼度関数の近似）  
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近似式 A2（非定常ポアソン過程を用いた信頼度関数の近似）  
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近似式 B（小修理コストの近似）  
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式 (3.48)は l−1 回目の小修理から次の故障までの稼働時間が必ずs
( l−1 )

であると仮定することにより導かれる．一方，式 (3.49)は点検間隔が十分

短く，あるユニットが故障する確率はユニットに依らず等しいとした仮

定を基に導かれる．近似式 B（式 (3.50)及び (3.51)）は累積故障率の比に

よって各ユニットの小修理回数を決定することにより導かれる．それぞ

れの近似式の詳細は付録Ｅを参照されたい．信頼度関数の近似として近

似式 A1，小修理コストの近似として近似式 B を用いる近似手法を近似

手法 A1+B と呼び，信頼度関数の近似として近似式 A2，小修理コストの

近似として近似式 B を用いる近似手法を近似手法 A2+B と呼ぶ．  

 

3.4.3.3 平均コストレート  

 n が 2 以上の場合の１サイクル当たりの平均コスト及び平均取替間隔

は，式 (3.45)及び (3.46)を拡張し，次のように表すことができる．  
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ただし，  
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s  (3.54)  

である．式 (3.52)から (3.54)の )(l

s ， )()( xF l

s 及び )(ni に式 (3.48)から (3.51)

で提案した近似をそれぞれ適用する．平均コストレートは次式で計算で

きる．  



84 

 
















n

l k

l

s

m

i
Rii

n

l

l

sDP
I

D

O

kTFT

CnnCC

T

C
C

C
TnC

1 0

)(

11

)(

)(

)()1(

),(




 (3.55)  

 

3.4.4 数値例  

 

 ここでは，図 3.14 に示すような，３つのユニットから構成されるミサ

イルについての数値例を紹介する．   

 

図 3.14 ミサイル  

 

各ユニットのパラメータは表 3.8 のとおりである．なお，Wei(η ,β)は，

ユニットの故障が尺度パラメータ η 及び形状パラメータ β のワイブル分

布に従うことを意味する．  

 

表 3.8 各ユニットのパラメータ  

ユニット  分布関数  小修理コスト  C I  CD  CP  

1  Wei(4000,1.2)  30  

10  0.35  400  2  Wei(5000,1.5)  40  

3  Wei(6000,2.0)  50  
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 結果は表 3.9 に示すとおりである．なお，表中の誤差は，サンプル数

１００万個のモンテカルロ・シミュレーションの平均を真の値として評

価している．  

なお，モンテカルロ・シミュレーションの実行に必要な，時間 y だけ

稼働した後の Wei(η ,  β)に従う乱数を W とすると，W は式 (3.1)と逆関数法

により，U を一様乱数として，  

y
U

y
W 






























1

1

1
ln  (3.56)  

で生成される．  

 

表 3.9 各手法での最適解  

計算手法  n  T  C(n ,T)  

シミュレーション  8  293  0.1422  

近似手法 A1+B 8  316  0.1398  

誤差 (%)  0  7.9  −1.7  

近似手法 A2+B 8  298  0.1426  

誤差 (%) 0  1.7  0.3  

 

 表 3.9 より，取替えまでの故障回数 n はどちらの近似手法でも同じで

あるが，点検間隔及び平均コストレートの誤差は，どちらも近似手法

A2+B の方がより小さく，真の値に近いことが分かる．  

 図 3.15 に，近似手法 A2+B を用いた場合の， n=1 と n=8 のときの点検

間隔と平均コストレートの変化を示す．図 3.15 の最適解付近を拡大した

様子を図 3.16 に示す．  
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図 3.15 平均コストレートの変化  

 

図 3.16 平均コストレートの変化（拡大）  

 

 図 3.15 と図 3.16 から，平均コストレートは n の値によりそれぞれ異

なる点検間隔で最小値を持つことがわかる．図 3.17 に，固定した n

)103(  n に対する平均コストレートの最小値と，それを与える点検間隔

の最適解の推移を示す．  
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図 3.17  n による最小平均コストレートと最適間隔の変化  

 

 図 3.17 から，確かに n=8 のときに平均コストレートは最小値をもつこ

とが確認できる．また， T の最適値が n の増加とともに小さくなってい

ることがわかる． n の値が大きくなったときには，取替え前の最後の小

修理から，取替えまでの平均稼働時間は短くなる．つまり，近似手法

A2+B の場合， n−1 回目の小修理の後の稼働時間の期待値 s
(n −1 )は， n の

増加とともに減少する．また，平均取替間隔を n の関数 (n)で表すと，n

に関する増分  
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も n の増加ともに減少する．この傾向は近似手法 A1+B の場合も同じで

ある．よって，T の値が同じならば， n の値が大きくなるにつれ，１サ

イクルに占める平均ダウンタイムの割合は増加し，相対的にダウンコス

トが上昇する．この効果による全体のコストレート上昇が， T の減少に

よる他のコストの増加（主として単位時間当たりの点検コスト TCI / の増
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加）よりも急になるため， T の最適値は減少する方向に推移するものと

考えられる．  

 次に，近似誤差を評価する．信頼度関数の近似精度を評価するため，

その平均であるシステムの平均稼働時間の誤差を尺度として用いる．表

3.10 及び 3.11 で，それぞれ近似式 A1 及び A2 での平均稼働時間の誤差

を示す．  

 

表 3.10 近似式 A1 による平均稼働時間誤差 (%)  

 
2  4  6  8  10  

100  −1.2  −0.7  −0.1  0.5  1.0  

200  −0.2  1.0  2.0  2.9  3.6  

300  0.7  2.6  4.2  5.4  6.4  

400  1.5  4.3  6.3  7.8  9.0  

500  2.5  5.9  8.5  10.3  11.8  

600  3.3  7.6  10.5  12.7  14.4  

700  4.2  9.3  12.6  15.1  17.2  

800  5.0  10.9  14.8  17.5  19.8  

900  5.9  12.6  16.9  19.9  22.5  

1000  6.7  14.1  18.9  22.3  25.1  

 

表 3.11 近似式 A2 による平均稼働時間誤差 (%)  

 
2  4  6  8  10  

100  −0.1  0.0  0.0  −0.1  0.0  

200  −0.1  −0.1  −0.1  −0.1  −0.1  

300  −0.1  −0.1  −0.1  −0.2  −0.2  

400  −0.2  −0.1  −0.2  −0.3  −0.4  

500  −0.1  −0.2  −0.3  −0.5  −0.6  

600  −0.3  −0.3  −0.5  −0.6  −0.9  

700  −0.2  −0.4  −0.6  −0.9  −1.2  

800  −0.2  −0.6  −0.8  −1.3  −1.6  

900  −0.2  −0.6  −1.0  −1.5  −2.0  

1000  −0.3  −0.8  −1.3  −1.8  −2.4  

 

n  T  

n  T  
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 表 3.10 と表 3.11 を比べると，どの場合においても近似式 A2 の精度が

一桁程度よいことがわかる．システムの真の平均稼働時間は，点検間隔

が長くなるにつれ短くなることが予想されるのに対し，近似式 A1 は点

検間隔に依存しないことが原因として挙げられる．誤差の全体的な傾向

は両手法で同じであり， n 及び T の増加に伴い増大する．これは主に，

同一点検間隔内で複数の故障が発生しないという仮定が成り立たなくな

ることによると考えられる．実際の点検では，故障が発見されること自

体まれであることを考慮すれば，近似式 A2 を適用することは実用的な

近似だといえる．近似手法 A1 では，点検間隔が短い場合に誤差の符号

が逆になる一方，近似手法 A2 では 0 に近づいている．これは，近似式

A2 は，T が 0 に十分近いときには厳密解となるためである．  

次に，T=300 とし，近似式 A1，A2 及びモンテカルロ・シミュレーシ

ョンでの， 7 回目の小修理を行った後の信頼度，即ち )()8( xFs
を図 3.18 に

示す．  

 

図 3.18 各手法による信頼度関数 )()8( xFs  
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図 3.18 では，モンテカルロ・シミュレーションによる結果と近似式

A2 の結果はほぼ一致しているといえる．このため，式 (3.55)の最右辺第

３項の分母の値も，近似式 A2 を用いるとほとんど誤差がないと考えら

れる．本来信頼度は，時刻が 0 のとき 1 になるはずである．しかし，近

似式 A2 では，式 (3.49)からわかるように，信頼度関数の時間軸が

)2/()1( mTm だけ負側に移動しており，図 3.19 ではモンテカルロ・シミュ

レーションの結果と同様に x=0 での信頼度は 0.9 程度であり 1 を下回っ

ている．この差は，システムの 8 回目の故障が， 7 回目以前の故障と同

時に発見される確率を表している．なぜなら，その場合 8 回の小修理を

含む複数の小修理が同時に行われ， 7 回目の小修理後の稼働時間は 0 と

考えることができるからである．  

 次に，小修理コストの近似誤差を評価するため，各ユニットの故障割

合 )(ni のうち，最も誤差の絶対値が大きい値を表 3.12 と表 3.13 に示す．

小修理コストについては同じ近似を用いているものの，近似式に平均稼

働時間を含むため，近似手法 A1+B と A2+B で誤差は異なる．  

 

表 3.12 近似手法 A1+B による故障割合の最大誤差 (%)  

 2  4  6  8  10  

100  1.2  0.6  0.5  0.4  0.3  

200  1.9  1.2  1.0  0.8  0.6  

300  2.3  2.0  1.5  1.2  0.9  

400  4.5  2.6  2.0  1.6  1.2  

500  5.7  3.3  2.5  2.0  1.5  

600  7.0  4.0  3.0  2.3  1.8  

700  8.3  4.7  3.5  2.6  2.0  

800  9.5  5.3  3.9  3.0  2.3  

900  10.8  5.9  4.3  3.3  2.5  

1000  12.1  6.5  4.8  3.6  2.7  

 

 

 

T  n  
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表 3.13 近似手法 A2+B による故障割合の最大誤差 (%)  

 2  4  6  8  10  

100  1.2  0.5  0.5  0.5  0.5  

200  1.9  1.4  1.3  1.3  1.2  

300  3.3  2.2  2.2  2.2  2.0  

400  4.6  3.2  3.0  3.0  2.8  

500  6.0  4.0  3.7  3.7  3.6  

600  7.3  4.9  4.6  4.6  4.3  

700  8.7  5.8  5.4  5.4  5.0  

800  10.0  6.6  6.1  6.1  5.8  

900  11.5  7.4  6.8  6.8  6.4  

1000  12.7  8.2  7.6  7.6  7.1  

 

 表 3.12 と表 3.13 を比べると，やや近似手法 A1+B の誤差の方が小さい

といえる．ただし，平均稼働時間の誤差は近似手法 A2+B の方が小さい

ことから，累積故障率関数を用いた小修理コストの近似方法に改善の余

地がある．  

 全体の傾向としては両手法とも同じであり， T が大きくなるにつれ誤

差は増大し， n が増えるにつれ誤差は減少する． T とともに誤差が大き

くなる原因は，同一点検間隔内で複数故障が発生することによると考え

られる．また， n の増加とともに誤差が減少するのは，小修理の回数が

増えるにつれ，各ユニットの平均小修理回数がならされる結果と考えら

れる．なお，最大誤差を与えるユニットは多くの場合ユニット３である．

これは，ユニット３の形状パラメータが 2.0 と他の２ユニットと比べ大

きいことが影響していると考えられる．  

 

3.4.5 まとめ  

 

 本節では，合計 n 回目の故障が発見されたときに取替えられる，複数

のユニットからなるワンショットシステムの保全モデルを提案した．各

ユニットの故障は点検でのみ発見することができると仮定し，システム

T  n  
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の平均コストレートを定式化した．また，得られた平均コストレートが

最小となる点検及び取替方策を決定した．解析に当たっては，システム

の信頼度関数について２種類，小修理コストについて１種類の近似式を

提案した．数値例の結果から，非定常ポアソン過程の結果を用い，ダウ

ンタイムを推定して近似する方法がより正確だということが分かった．

しかし，同時に行った小修理コストの近似方法については改善の余地が

あることも分かった．  
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3.5 非定期点検モデル  

 

 本節では， 3.2 節のシングルユニットモデルにおいて，点検方策を定

期点検から逐次点検に変更することで，コストのさらなる低減を目指す．

基本的には定期的に点検を行うものの，故障の発見を一つの転換点とし，

その前後で点検間隔を変更するモデルを提案する．本節では，メタヒュ

ーリスティックな戦略を用いた方法による最適化を試みる．  

 

3.5.1 記 号  

 

 3.2.1 節に準じる他，以下のとおりとする．  

 

T ( l )： l−1 回目の小修理を行った後の点検間隔  

：取替間隔の期待値  

),...,( )()1( n

n TTC ：システムの平均コストレート  

Co：システムの取替え直後から次の取替えまでの間にかかるコストの期

待値  

 

3.5.2 仮 定  

 

 モデルの仮定は，3.2.2 節に準じる他，以下に示すとおりとする．また，

図 3.19 はシステムの状態の時間経過の一例を示している．  

 

（１）直近の取替えから発生した故障回数が l回 (l=1, 2,…, n−1)である間，

システムは一定時間 T ( l+1 )毎に点検される．  

（２）保全にかかる時間は全て無視できる．  

 

 このシステムが目標アベイラビリティを満たしつつ，平均コストレ

ートが最小となる最適な保全方策を決定する．  
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図 3.19 システムの状態の時間経過の一例  

 

3.5.3 目的関数の導出  

 

 システムは n 回目の故障が発見された時点で再生すると考えることが

できる．よって，取替えから取替えまでの間を１サイクルとして解析す

る．点検時間がシステムの故障回数に依存するから，平均取替間隔は式

(3.11)を変形して式 (3.58)のように表される．  
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１サイクル当たりの平均コストは，同様に式 (3.12)から，  
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n

l k
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Io CCnkTFCC  
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  (3.59)  

となる．よって，平均アベイラビリティ及び平均コストレートはそれぞ

れ  
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となる．  

式 (3.60) が 以 上 を 満 た し つ つ ， 式 (3.61) を 最 小 化 す る n 及 び           

T (1 ) ,  T (2 ) ,  …, T (n )の値を決定する．  

 

3.5.4 アルゴリズム  

 

 本節のモデルでは，最適化すべき変数が多く，傾斜法等のヒューリス

ティックな手法では局所最適解に陥る蓋然性が高いため，メタヒューリ

スティックな方法であるアニーリング法により最適解を求める．初期温

度は数値例では 0.001 を用いた．ただし，これはパラメータにより調整

する必要がある．ある n に対して各点検間隔 T (1 ) ,  T (2 ) ,…,  T (n )を決めるア

ルゴリズムを以下に示す．  

 

ステップ１： ),...,( )()1( nTTA を満たす初期解 {T (1 ) ,…, T (n )}を選ぶ．  

ステップ２：各点検間隔を±3.0 の間でランダムに変更する 1．  

ステップ３：新しい点検間隔での平均アベイラビリティ及び平均コスト

レートを計算する．新しいアベイラビリティが 以上を満

たし，かつ平均コストレートが前回より小さくなった場合，

その解に更新する．新しいアベイラビリティが 以上を満

たし，かつ平均コストレートが前回より大きくなった場合，

                                                 
1  区間 [−3, 3]の一様分布に従う乱数を逆関数法で生成し，加える．  
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確率 exp(−D/t)でその解に更新する．ただし， t は温度，D

はコストレートの差の絶対値を表す．新しいアベイラビリ

ティが未満の場合，解は更新しない．  

ステップ４：温度 t を 0.95 倍し，ステップ２に戻る．ただし，解が 200

回連続で更新されなかった場合，現在の解を最適解とする． 

 

3.5.5 数値例  

 

 数値例で用いるパラメータを表 3.14 とする．ただし，点検，小修理及

び取替えにかかる時間は全て指数分布に従うものとし，m I=3, mR=6, mP=8

とする．また，=0.9 である．  

 

表 3.14 パラメータ  

分布関数  
尺度パラメータ  

(η)  

形状パラメータ  

(β)  
C I  CR  CP  

ワイブル  3000  2.0  10  40  400  

 

最適解は表 3.15 となった．なお，定期点検の結果は式 (3.13)及び (3.14)

による．  

 

表 3.15 最適解  

方策  n 最適点検間隔  
最適平均  

コストレート  

定期点検  4 266 0.1174 

非定期点検  4 

T (1 )=385 

T (2 )=262 

T (3 )=226 

T (4 )=211 

0.1151 



97 

 

 次に， n を既知としたときの最適点検間隔及びそのときの平均コスト

レートを表 3.16 に示す．  

 

表 3.16  n を固定したときの最適解  

n 
点検間隔  最小平均  

コストレート  T (1 )  T (2 )  T (3 )  T (4 )  T (5 )  T (6 )  

2 465 317 - -  -  -  0.1239 

3 414 288 247 - -  -  0.1166 

4 385 261 225 211 - -  0.1151 

5 360 247 210 195 179 - 0.1160 

6 336 231 204 182 168 162 0.1182 

 

 表 3.16 では，ある n に対して点検間隔が故障とともに減少する量  

(T ( l )−T ( l−1 ) ,  2l )は，故障の発生（ l の増加）とともに小さくなっている．

システムの故障分布は IFR なので，平均故障発生間隔は故障の発生とと

もに短くなっていくが，このケースでは，連続する小修理の間での故障

率の増分が小さくなっているからだと考えられる．つまり，次表で示す

ように， l 回目までの平均稼働時間時刻での故障率の増分は， l の値とと

もに減少しているためである．  

 

表 3.17 故障率の差  

l  2  3  4  5  6  7  

l 回目の故障までの  

平均稼働時間  

3988  4985  5816  6543  7197  7797  

上段時刻での故障率

(×10−4)  

8.86  11.08  12.92  14.54  15.99  17.33  

故障率の増分 (×10−4)   2.22  1.84  1.62  1.45  1.34  
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次に，定期点検方策との比較を行う．定まった n に対する最小コスト

レートの推移を図 3.20 に，両方策の差を表 3.18 に示す．  

 

 

図 3.20  定まった n に対する最小コストレートの比較  

 

表 3.18 定期点検方策からの最小平均コストレートの減少量 (%)  

 2  3  4  5  6  7  

1 .5 −0.3  −0.5  −0.7  −0.9  −1.0  −1.1  

2.0 −0.7  −1.4  −2.0  −2.5  −3.0  −3.4  

2.5 −1.2  −2.3  −3.4  −4.3  −5.2  −6.2  

 

 表 3.18 より，形状パラメータ及び n の増加とともに，最小コストレー

トの差が大きくなっていることが分かる．これは，故障率の増加速度が

速いほど，非定期点検が有利になることを表していると考えられる．  

 

3.5.6 まとめ  

 

 本節では， 3.2 節で提案してシングルユニットモデルを拡張し，故障

発見時に点検間隔を変更する非定期点検方策を提案した．最適解の決定

β  n  
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にはメタヒューリスティックな方法を用いた．数値計算から，システム

の故障がワイブル分布に従うとき，形状パラメータが大きいほどコスト

の削減効果が大きいことが分かった．  
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3.6 取替時期管理方法に関する考察  

 

 前節までは， n 回目の故障が発見された際に取替えが行われるという

仮定を設けていた．しかし，現実的にはある運用時間に達したならば取

替えを行うといった方法もよく用いられる．そこで，本節では定期的に

点検されるシングルユニットのワンショットシステムに対し，取替時期

に関する管理方法を，これまでの故障回数による方法（回数管理法）と

点検回数による方法（時間管理法）の比較を行う．  

回数管理法は 3.2 節で議論したとおりである．一方，時間管理法の定

式化は容易でないため，モンテカルロ・シミュレーションを用いて比較

を行う．  

 

3.6.1 記 号  

 

3.2.1 節に準じる他，以下のとおりとする．  

 

m：時間管理方策における，取替えを行う点検回数  

C t(m ,T)：時間管理法によるシステムの平均コストレート  

C f(n ,T)：回数管理法によるシステムの平均コストレート  

*：変数の最適値  

 

3.6.2 仮 定  

 

 回数管理法の仮定は 3.2.2 節と同一とする．ただし，保全にかかる時

間は全て無視できるものとする．時間管理法では，システムは時刻 mT

で取替えられるものとする．ただし，当該時点で点検は行わない．また，

システムの故障は尺度パラメータ，形状パラメータ のワイブル分布に

従うものとする．  
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3.6.3 数値実験  

 

 パラメータは表 3.14 と同一とする．サンプル数１００万個のモンテカ

ルロ・シミュレーションの平均を真の値とし， n または m を固定したと

きの最適コストレートの推移を図 3.21 及び 3.22 に示す．  

 

図 3.21 回数管理法  

 

 

図 3.22 時間管理法  
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 両方策とも下に凸の形となっており，大域的最適解が唯一存在してい

ることがわかる．次に，CP=400 及び CP=80 の場合に，形状パラメータを

変化させたときの両方策での最適コストレートの比 C f
* /C t

*の推移を図

3.23 に示す．その他のパラメータは表 3.14 と同じままである．  

 

 

図 3.23 による最適コストレート比の変化  

 

図 3.23 では，縦軸が 1 よりも大きい範囲では時間管理法が有利であり，

1 より小さい範囲で回数管理法が有利となる．図から，形状パラメータ

が 1 に近い場合は CP=80, 400 いずれの場合も回数管理法が若干有利であ

るが，形状パラメータが 2 以上の場合時間管理法が有利となることが分

かる．図中 CP=80 で回数管理法が最も有利となるのは =1.3 のときで，

両方策の最適解は C f(2,533)=0.0408 及び C t(11,546)=0.0427 であった．な

お， → 1 及び →∞の場合，両方策は同等または時間管理法が有利とな

ることが理論的に導かれる（付録Ｆ参照）．また，式 (F.11)より→∞のと

き最適コストレート比は 1.0025（CP=400 のとき）または 1.125  （CP=80

のとき）に収束する．  

図 3.23 で用いた点検コスト C I=10 を，C I=2 に変更した場合の結果を図

3.24 に示す．  
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図 3.24 C I=2 での による最適コストレート比の変化  

 

図 3.24 では，CP=400 及び 80 いずれの場合でも，広い範囲で回数管理

法のほうが有利となり，その差は最大約１０％となった．図 3.24 中，

CP=80 で回数管理法が最も有利となるのは =2.0 のときで，両方策の最

適解は C f(1,590)=0.0305 及び C t(6,608)=0.0342 であった．  

以上のことから，点検コストが取替えコストに比べ安価のときには回

数管理法が有利であるといえる．文献 [36]では，ワイブル分布に従って

発生する故障が点検に依らず即座に発見される場合に，回数管理法と時

間管理法を比較し，回数管理法が 1<<∞で常に有利であるということを

数値的に示した．これは本節のモデルで点検コストを 0 とした場合に相

当する．なぜなら，C I=0 とすると点検間隔の最適値は 0 に漸近し，結果

としてフォールト検出時間も無視できるからである．よって，点検コス

トが減少すると文献 [36]の仮定に近づくと考えられ，回数管理法が有利

になるという本節の実験結果は理に適っている．  

 

3.6.4 まとめ  

 

 本節では，シングルユニットのワンショットシステムに対し，これま
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での故障回数を管理することにより取替時期を管制する方法及び定期点

検の回数により管制する方法を比較した．故障がワイブル分布に従う場

合，点検コストが取替えコストに比べて安価のとき，回数管理法が有利

であることが確認できた．また，結果が先行研究の結果をよく反映して

おり，理に適ったものであるということが確認できた．  

 ただし，現実にこれらの方策を適用する際には，回数管理法では取替

時期が確率変数であることを考慮する必要があると思料する．例えば，

取替作業の準備にリードタイムが必要な場合には回数管理法は本節の結

果より不利となり得る．  
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3.7 おわりに  

 

本章では，小修理を伴うワンショットシステムの保全モデルをいくつ

か提案し，点検などの保全方策の最適化を行った．  

3.1 節において本研究の背景を示し， 3.2 節から 3.6 節において提案モ

デルとその解析手法を示した．  

3.2 節では，最も基本的なモデルとして，単一ユニットからなるワン

ショットシステムを取り上げた．システムの故障は点検でのみ発見され，

故障が発見されたならば直ちに小修理が行われると仮定し，平均アベイ

ラビリティ及び平均コストレートを導出した．そして，必要となる平均

アベイラビリティを満たす点検間隔の中で，平均コストレートが最小と

なる点検間隔を求めた．  

3.3 節から 3.6 節では，シングルユニットモデルを基本とし，より現実

的なワンショットシステムに対応できるよう，拡張モデルを提案した．  

ワンショットシステムを構成するコンポーネントの中には，化学反応

により作用するようなものも多く存在する．このようなコンポーネネン

トは，実際にシステムを使用するまで故障しているかどうかがわからな

いことが多い．そこで， 3.3 節では２ユニットモデルを提案した．一つ

のユニットは 3.2 で取り上げたユニットと同じであるが，もう一つのユ

ニットは，どのような点検でも故障が発見されないと仮定した． 点検で

も故障の発見されないユニットの取替方策を２つ提案し，それぞれにつ

いて最適な点検及び取替間隔を決定した．また，平均アベイラビリティ

及び平均コストレートを比較することで，２つの方策の優劣を比較した． 

3.4 節では，故障分布関数の異なる複数のユニットが直列に接続され

ているシステムを取り上げた．取替えまでの最適な小修理回数及び定期

点検間隔を決定した．ただし，解析解を得るためには複雑な計算が必要

であるため，近似を用いて平均コストレートを導出した．近似精度をモ

ンテカルロ・シミュレーションの結果と比較し，ある程度実用的な近似

であることを確認した．  
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さらに 3.5 節では，故障が発見される度に点検間隔を変更するモデル

を提案した．メタヒューリスティックな方法により，変数の最適化を行

った．数値例の結果から，定期点検方策よりも有利な運用が可能となる

ことを確認した．最後に 3.6 節にて，故障の発見を契機とする取替方策

と，定期点検の回数，つまり定期的に取替えを行う方策を比較し，それ

ぞれが有利となる条件を考察した．  

本章で提案したモデルは次のような発展性がある．  

まず，ワンショットシステムでなくとも，点検でのみ故障が発見され

るようなシステムであれば同様に適用できる．例えば，ネットワークに

おけるウイルス検知問題 [65]などにも適用できると考える．  

このように，広い範囲で実用システムへの適用が可能である．よって

本章での成果は，点検でのみ故障が発見され，小修理が行われるシステ

ムにおいて，保全費用あるいは稼働率の要求を満たす保全方策の決定に

役立つといえる．  
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第４章  一定の確率で補給遅延時間が発生するシステ

ムの保全方策  

 

 

4.1 はじめに  

 

 システムに故障が発生した際，その運用場所に修理に必要な予備品等

のアイテムや工具，あるいは修理人等の保全資源がある場合，すぐさま

修理作業に取り掛かれるため補給遅延時間は発生しない．通常のシステ

ムは稼働場所の近くの倉庫等の適切な場所でそれらを保管し，予備品等

の欠品がないよう発注することで補給遅延時間を無視できるレベルに抑

えている場合が多い．このとき，補給遅延時間は修理等の保全施設の能

力を超える複数の故障ないし重大な故障発生時に初めて発生するが，こ

のような問題は待ち行列理論がしばしば用いられ，解析されてきた [44]． 

ただし，運用場所に保全資源が十分存在しないシステムも実際には存

在する．船舶等のビークルに搭載されている，レーダ等のシステムがそ

れにあたる（図 4.1）．  

 

 

図 4.1 ビークルに搭載されているシステムの一例  
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ビークルはそれ自体が移動体であるため，故障が発生した際に保全資

源がその場に存在するわけではない．特に，軍艦等の特殊な任務を帯び

たビークルは，搭載されているシステムに対応する保全資源の保管場所

が少ないことや予算上の都合により，保全資源の搭載量は限られる．各

国海軍では，COSAL (Consolidated Shipboard Allowance List)と呼ばれるリ

ストを作り，軍艦に搭載する予備品等を管理している [66]-[68]．ビーク

ルに搭載されているシステムが故障し，当該ビークル内に必要な保全資

源の無い場合，その取得のため補給遅延時間が発生する．このとき，必

要な保全資源の有無は確率事象として考えることができる．  

先行研究では，確率過程に基づき補給遅延時間が発生するケースはし

ばしば扱われてきた．一方，ビークルに搭載されているシステムへは，

より簡単化した形である一定の確率により遅延が発生するという仮定が

適当であると考えられるが，このようなモデルはこれまで明示的には扱

われてこなかった．また，故障の種類を確率的に分類した研究はこれま

で多数あるが，補給遅延時間の有無に着目した分類はされていない．本

章では，上述のようなビークルに搭載されているシステムを考え，確率

的に補給遅延時間が発生する場合の保全方策を提案する．故障が起こっ

た際に，補給遅延時間が発生しない確率を p，発生する確率を 1−p で表

す．それぞれの故障をタイプ１故障，タイプ２故障と呼ぶ．タイプ２故

障の修理は即座に行えず，ビークルの航海等の作業の終了後，必要な保

全資源を取得した上で行われるので，それまでの間システムは非稼働と

なり，補給遅延時間が発生する．なお，システムの故障がビークルの作

業，即ち船舶の航海等に影響を及ぼす確率は無視できるものとする．確

率 p を ORP (Onboard Repairable Probability)と呼ぶ．ビークルに搭載する

保全資源を増やすと，その購入や維持に必要な費用が増加する一方，ORP

が増加し，ビークルに搭載されているシステムの稼働率は増加する．よ

って，最適な ORP の存在が予想される．  

運用場所にどのような予備品を用意するべきかという問題は修理キッ

ト問題 (repair kit  problem)と呼ばれ，具体的な予備品等のリストを決定す



109 

 

る手法の研究が進んでいる [69]-[72]．修理キット問題も興味深い研究で

あるが，本章では具体的な搭載品目を決定するのではなく，ORP を最適

化することで間接的に最適な搭載品目の決定に寄与する．つまり，ある

ORP に対する最適な搭載品目は修理キット問題の研究により解決済み

と仮定する．  

ビークルは指数分布に従う期間の航海等の作業に従事するものとする．

これは，軍艦の警戒監視任務や戦闘行動等，事前に期間を予測すること

が容易でない場合を想定している．ビークルに搭載されているシステム

のオーバーホール（取替え）までの平均アベイラビリティ及び平均コス

トレートを定式化し，ある目標アベイラビリティを満たさねばならない

という制約の下，平均コストレートが最小となる最適保全方策について

議論する．   

本章で議論するモデルは表 4.1 のとおりである．以下，4.2 節にて本章

で用いる用語と記号を記し，4.3 節で CFR モデル，4.4 節で IFR モデルを

それぞれ議論する． IFR モデルでは故障復旧時に行われる修理を小修理

と仮定する．最後に 4.5 節で結論を述べる．  

 

表 4.1 提案モデルの概要  

節  モデル  概  要  

4.3  CFR モデル  CFR システムに対し最適な ORP を決

定する．  

4.4  IFR・作業回数管理方策  

（ 4.4.1 節）  

IFR システムが，N 回目の作業終了時

に取替えられるモデル．最適な ORP

及び N の値を決定する．  

IFR・作業時間管理方策  

（ 4.4.2 節）  

IFR システムが， T 時間を超えない作

業終了時に取替えられるモデル．最適

な ORP 及び T の値を決定する．  
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4.2 用語と記号  

 

 本章で用いる用語及び記号を以下に示す．  

 

ビークル：船舶等の移動体  

（ビークルの）作業：ビークルに付与された航海等の任務  

ORP: Onboard Repairable Probability  

タイプ１故障：即座に修理作業が行われる故障  

タイプ２故障：作業終了後に修理作業が行われる故障  

p：発生した故障がタイプ１故障である確率，つまり ORP )10(  p  

P1(l ,t)：時刻 t までにタイプ１故障が l 回発生する確率  

P2(t)：時刻 t までにタイプ２故障が発生する確率  

an： n 回目の作業でタイプ２故障が発生する確率  

h：故障率（CFR モデル）  

h(t)：故障率関数  

H(t)：累積故障率関数  

：ワイブル分布の尺度パラメータ  

：ワイブル分布の形状パラメータ  

G(x)：ビークルの作業時間分布，G(x)=1−e− x．ただし， >0  

Xn： n 回目の作業時間を表す確率変数  

Yn： n 回目までの作業時間の和を表す確率変数  

CR1：タイプ１故障の小修理コスト  

CR2：タイプ２故障の小修理コスト  

CO：オーバーホールコスト（CO>CR1 かつ CO>CR2）  

CL(p)：ORP が p であるときの保全資源の単位時間当たりの搭載コスト

（搭載コストレート）  

C1(p), C2(N ,p),  C3(T ,p)：時間間隔 [0,∞)での平均コストレート  

A1(p),  A2(N ,p),  A3(T ,p)：時間間隔 [0,∞)での平均アベイラビリティ  

α：目標平均アベイラビリティ  
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N：オーバーホールを行うまでの作業回数（ IFR モデル）  

T：オーバーホール間隔の上限値（ IFR モデル）  

Φ*：変数 Φ の最適値   
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4.3 CFR モデル  

 

 本節では，システムの故障が指数分布に従う場合を考える．これは，

システムの劣化が進行しない場合以外にも，Drenick の定理 [73]により直

列システム全体の故障分布を指数分布に近似できる場合等の広い範囲で

有用である．  

システムの故障が指数分布に従うとき，オーバーホールと小修理は区

別されず，結果として高額な費用を要するオーバーホールを行う必要は

なくなる．１回の作業毎にシステムの状態は再生するので，その間の平

均アベイラビリティ及び平均コストレートを考えれば十分である．  

 次小節以降，仮定，目的関数の導出，最適 ORP の性質，数値例，まと

めの順で説明する．保全資源の搭載コストレートがある条件を満たす場

合の最適 ORP を導出する．  

 

4.3.1 仮 定  

 

本節での仮定は以下のとおりである．  

 

（１）  ビークルは時刻 0 から航海等の作業に従事する．作業時間は

G(x)=1−e− x に従う (>0)．  

（２）  故障はパラメータ h  (h>0)の指数分布に従い発生する．  

（３）  故障の発生によりビークルの作業が中断される確率は無視でき

る．  

（４）  故障の発生と作業の終了は互いに独立である．  

（５）  ビークルに搭載されているあるシステムは時刻 0 から稼働を始め，

ビークルの作業中常に稼働することが求められる．システムの故

障は確率 p で即座に修理され（タイプ１故障），確率 1−p で即座

に修理されず，作業終了後に修理される（タイプ２故障）．なお，

タイプ２故障発生後，システムの修理の完了まで新たな故障は発
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生しない．また，故障の発生により p は変化しない．  

（６）  確率 p を維持するために必要な単位時間当たりのコスト CL(p)は， 

p に関する単調増加関数であり，既知である．  

（７）  修理にかかる時間は無視できる．  

 

システムの状態推移の一例を図 4.2 に示す．図 4.2 では，作業開始後

タイプ１故障が２回連続して発生し，その後タイプ２故障が発生してい

る．その後，作業の終了までの間ダウンタイム（補給遅延時間）が発生

している．  

 

 

図 4.2 CFR モデルの状態推移  

 

4.3.2 目的関数の導出  

 

本小節では，１回の作業終了までの平均アベイラビリティ A1(p)及び平

均コストレート C1(p)がそれぞれ式 (4.1)及び (4.2)で表されることを示す． 








hp
pA

)1(
)(1  (4.1)  

  )()1(
)1(

)( 211 pCCppC
hp

h
pC LRR 







 (4.2)  

 

（証明）  

時刻 t までにタイプ２故障が発生する確率 P2( t)は，作業時間が t より

も長いとき，次式で表される．  
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なお，式 (4.3)は，小修理または取替えで対処される２種類の故障を扱っ

た研究 [74]でも導かれている．一方，タイプ２故障発生後にタイプ１故

障が発生しない事実を考慮すると，時刻 t までにタイプ１故障が l 回発

生する確率 P1(l ,t)は次式となる．  
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タイプ１故障回数の期待値とタイプ２故障確率には， 10  p で次式の

関係が成り立つ（付録Ｇ参照）．  
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1
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1 tP
p

p
tllP

l 






 (4.5)  

次に，１回の作業でタイプ２故障が発生する確率は，  
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0 2  (4.6)  

となるので，平均アベイラビリティを A1(p)とすると，  
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1

)1(

)1(

1)(1   

となる．なお，上式では指数分布の無記憶性よりタイプ２故障の発生か

らビークルの作業終了までのダウンタイムの期待値は 1/となっている．

次に，１作業当たりのタイプ１故障の平均発生回数は，  
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で計算できる．平均作業時間は 1/であるので，平均コストレート C1(p)

は次式で表される．  

   )()1(
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h
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  ■  

 

4.3.3 最適 ORP の性質  

 

 最適解を与える ORP を最適 ORP と呼び，そのときのコストレートを

最適コストレートと呼ぶ．本小節では，特別な条件が成立する場合につ

いての最適 ORP の性質と最適コストレートについて議論する．  

目標アベイラビリティは α であるから， )(1 pA より，  

h
p












 1

1
1  (4.8)  

を得る．ここで，  

h
p












 1

1
1~  (4.9)  

とおく．ただし， 1~  p であるので，ORP は )0,~max( p 以上である必要

がある．式 (4.2)を p で微分すると，  

)(}){(
})1({

)( 2121 pCCCh
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h
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 (4.10)  

となる．さらに， 0)(1  pC とおくと，  
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 (4.11)  

を得る．式 (4.11)の左辺を Q(p)とおくと，Q(p)が CR2 /CR1 より小さい区間

でコストレートは減少し，大きい区間で増加する．Q(p)が p に関して非

減少関数のときについて考えると 2，以下のように解を分類できる．  

（Ａ）
1

2)1(
R

R

C

C
Q  のとき  

0)(1  pC より 1* p である．このときのアベイラビリティ及びコス

トレートの最適値は．   

1)1(*

1 A  (4.12)  

)1()1( 1

*

1 LR ChCC   (4.13)  

である．  

（Ｂ） )1())0,~(max(
1

2 Q
C

C
pQ

R

R  のとき  

pp ˆ*   (4.14)  

   である．ただし， p̂は Q(p)=CR2 /CR1 の解である（図 4.3）．  

                                                 
2  例えば，CL(p)=−c ln(1−p)のとき，Q(p)は h の範囲で p に関して単調非減少と

なる．また，CL(p)=cp n  )2( n のときは， )1/(2  nh の範囲で満たされる．なお，

c は正の定数とする．  
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図 4.3 Q(p)と p̂の関係 )0~( のときp  

 

（Ｃ） ))0,~(max(
1

2 pQ
C

C

R

R  のとき  

0)(1  pC よりコストレートは p に関する単調増加なので，最適 ORP

は )0,~max(* pp  であり，このときのアベイラビリティ及びコストレ

ートはそれぞれ以下となる．  

)~(1 pA  (4.15)  

)~()1(})1({)~( 211 pCCChpC LRR    (4.16)  








h
A )0(1

 (4.17)  

)0()0( 21 LR CC
h

h
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 (4.18)  

 

4.3.4 数値例  

 

CFR モデルの数値例を示す．計算に用いるパラメータを CR1=10, λ=1

及び =0.9 とする．また，２種類の搭載コストレート )1log()( ppCL  ,
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33)( ppCL  を考える．それぞれの搭載コストレートの p との関係を図 4.4

に示す．  

 

 

図 4.4 ORP と搭載コストレートの関係  

いくつかの故障率及びタイプ１故障とタイプ２故障の修理コストの比

に応じた最適 ORP を表 4.2 及び 4.3 に示す．ただし，表中の Q
~
は ))0,~(max( pQ

を意味している．また，シャープ (♯)付きのセル，白色のセル及び灰色の

セルはそれぞれ 4.3.3 節での分類（Ａ），（Ｂ）及び（Ｃ）を表している．  

 

表 4.2 )1log()( ppCL  のときの最適 ORP  

h 
CR2 /CR1  

Q
~  1  2  3  4  5  

 0.01  5.44  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  

0.1  1.63  0.00  0.46  0.46  0.85  0.89  

0.2  1.68  0.44  0.69  0.69  0.92  0.94  

0.5  1.98  0.78  0.79  0.79  0.96  0.97  

1.0  2.48  0.89  0.89  0.89  0.98  0.99  
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表 4.3 33)( ppCL  のときの最適 ORP  

h 
CR2 /CR1  

Q
~  1  2  3  4  5  

 0.01  1.01  0.00  0.10  0.15  0.18  0.21  

0.1  1.10  0.00  0.30  0.43  0.54  0.64  

0.2  2.30  0.44  0.44  0.58  0.75  0.90  

0.5  2.84  0.78  0.78  0.85  # 1.00  # 1.00  

1.0  2.88  0.89  0.89  # 1.00  # 1.00  # 1.00  

 

 故障率 h の値が小さく，タイプ２故障の修理コストも比較的安い範囲

では，最適 ORP が 0 になっていること確認できる．最適 ORP は， h ま

たは CR2 が増加するとき，目標アベイラビリティを満たすため増加する．

また，表 4.2 では， )1(Q となるため分類（Ａ）の解は存在しない．表

4.3 では，分類（Ｂ）の範囲が h の増加とともに狭くなっている様子が

確認できる．これは， )0,~max( p が 1 に近づくためである．  

 

4.3.5 まとめ  

 

 本節では，システムの故障が指数分布に従う場合の最適 ORP について

議論した．平均アベイラビリティ及び平均コストレートを導出し，ビー

クルへの保全資源の搭載コストレートが特定の条件を満たすとき，３種

類の場合分けにより最適 ORP を決定できることを示した．しかし，p に

関する任意の関数である搭載コストレートに依らず普遍的にもつ最適

ORP の性質を導出するのは容易ではなく，今後さらなる検討が必要であ

る．  
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4.4 IFR モデル  

 

 本節では，システムの故障率が時間とともに無限大へ増加するケース

を考える．このとき，システムを有限の間隔でオーバーホールする必要

があるが，ORP とともにこのオーバーホール実施時期についても最適化

の対象とする．オーバーホールは通常ビークルの作業終了後の機会に行

われるが，どの作業終了時に行うかを決める方策を２種類提案する．一

つは N 回目の作業終了時に行う作業回数管理方策であり，もう一つはあ

る事前に決められた時間を超えないような作業終了時に行う作業時間管

理方策である．作業回数管理方策は管理が簡単であり，しばしば用いら

れる方策といえる．一方，作業時間管理方策は予め定められた時間を超

えずにオーバーホールが行われるため，運用者はシステムの長期使用に

よる劣化の進行を心配する必要がない．また，後で示すようにオーバー

ホール時期の分散が小さく，準備の上で有利である．  

 次小節以降，作業回数管理方策，作業時間管理方策の順で説明する．  

 

4.4.1 作業回数管理方策  

 

 本小節では，作業回数管理方策について議論する．以下，仮定，目的

関数の導出の順で説明し，平均コストレートの挙動と N の最適値につい

て議論する．ORP が既知のとき，平均コストレートの挙動を場合分けし，

それぞれに対して最適な N の決定方法を記す．  

 

4.4.1.1 仮  定  

 本小節での仮定は以下のとおりである．  

 

（１）ビークルは時刻 0 から航海等の作業に連続的に従事する．各作業

時間は G(x)=1−e− x に従い，互いに独立である．  

（２）故障は故障率関数 h(t)に従い発生する．故障率関数は h(0)=0, 
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h(∞)=∞を満たす狭義単調増加関数である．  

（３）故障の発生と作業の終了は互いに独立である．  

（４）故障の発生によりビークルの作業が中断される確率は無視でき

る．  

（５）作業中の故障は確率 p でタイプ１故障であり，即座に小修理され

る．確率 1−p でタイプ２故障であり，実施中の作業終了後に小修

理される．タイプ２故障の発生から作業終了までの間ダウンタイ

ムが発生する．なお，タイプ２故障発生後，システムの修理の完

了まで新たな故障は発生しない．また，故障の発生により p は変

化しない．  

（６）N 回目の作業終了時にオーバーホールが行われ，システムは新品

同様となる．修理及びオーバーホールにかかる時間は無視できる． 

（７）確率 p を維持するために必要な単位時間当たりのコスト CL(p)は， 

p に関する単調増加関数であり，既知とする．  

 

図 4.5 に，システムの状態推移の一例を示す．目標アベイラビリティ

を満たしつつ，オーバーホールまでの平均コストレートが最小となる N ,  

p を決定する．  

 

 

図 4.5 作業回数管理方策でのシステムの状態推移の一例  
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4.4.1.2 目的関数の導出  

IFR の場合，タイプ２故障が発生する確率は，作業の開始時刻に依存

する．ある作業の開始時刻 y から当該作業が完了していない時刻 y+t ま

でにタイプ２故障が発生する確率を )(2 ytP とすると，これは式 (4.3)にお

ける故障率の時間軸を変化させた次式で表される．  

)}]()(){1(exp[1)(2 yHtyHpytP   (4.19)  

次に， an を n 回目の作業中にタイプ２故障が発生する確率とすると， 

)(d)(d)( )1(

0 0 2 yGxGyxPa n

n

 

   (4.20)  

となる．ただし，G (k )(y)は G(y)の k 重の畳み込みを表し， 1)()0( tG とする．

これを用いて，平均アベイラビリティ A2(N ,p)は次式となる．  

N

a

N

a

pNA

N

n
n

N

n
n 

  11

2 1
/

/

1),(




 (4.21)  

IFR の性質から， an は n に関して単調増加するので，アベイラビリティ

は N に関して単調減少する．  

 次に，式 (4.5)が成り立つので，平均コストレート C2(N ,p)は式 (4.22)とな

る．  

)(
/

)(ˆ

),( 1

2 pC
N

CapC

pNC L

O

N

n
n










 (4.22)  

ただし，  
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p
pC  (4.23)  

である．  

  

4.4.1.3 平均コストレートの挙動と N の最適値  

 平均コストレートの挙動を解析し，N に関して単調減少，単峰または

単調増加となる場合の条件を示すとともに，一定の ORP に対する最適な

N を求める．   

 平均コストレートの N に関する差分をとると，  



















)(ˆ)1()(ˆ
),(),1( 22

pC

C
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 (4.24)  

となる．ただし，  
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1  (4.25)  

である．故障率は単調増加なので， ii aa 1  (i=1, 2,…)である．よって，

bN>0 が成り立つ．さらに， bN についても差分をとると，  
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0))(1( 12   NN aaN  (4.26)  

となるので， bN は N とともに増加することが分かる．よって，式 (4.24)

右辺の中括弧内も N とともに増加する．  

N が無限大に近づくとき， )(h より an は  
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1a  (4.27)  

となる． b∞については  
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)1( )(d)(d)}]()(){1(exp[
n

n tGxGtHxtHp  





0

d])()1(exp[ xxxHp   

 
 


0 0

2 dd])}()(){1(exp[ txxtHxtHp   





0

d])()1(exp[ xxxHp   (4.28)  

が成り立つ．   

平均コストレートの挙動は 式 (4.24)右辺の一部である N の関数

)(ˆ/ pCCb ON  の正負により決まるので，次の３種類に分類でき，それぞれ

の挙動に応じて ),1(2 pA のとき最適な N を決定することができる．図

4.6 に各分類での )(ˆ/ pCCb ON  の N に関する推移を示す．   

（Ａ） 1
)(ˆ

b
pC

CO  のとき  

コストレートは N に関して単調増加する．よって，N*=1 である． 

（Ｂ）  b
pC

C
b O

)(ˆ1 のとき  

   コストレートは極小値を唯一もつ単峰形となる．コストレートは

N=i で最小値をとるとすると， i は次式を満たす正の整数である． 
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i
O

i b
pC

C
b 

)(ˆ1  (4.29)  

A2(i ,p)>が成り立つとき，N*= i である．成り立たないとき， NN
~* 

である．ただし， N
~
は次式を満たす正の整数である．  

),
~

(),1
~

( 22 pNApNA    (4.30)  

まとめると，  

)
~

,min(* NiN   (4.31)  

と書ける．  

（Ｃ）
)(ˆ pC

C
b O のとき  

   コストレートは N に関して単調減少する．N の最適値は前出の N
~

である．  

 

 

図 4.6 )(ˆ/ pCCb ON  の N に関する推移  

 

なお，故障が形状パラメータ 2 以下のワイブル分布に従うとき，式

(4.28)は正の無限大に発散する（付録Ｈ参照）ため，コストレートは単調

減少とはならない．  
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4.4.2 作業時間管理方策  

 

 本小節では，作業時間管理方策について議論する．作業時間が事前に

決められた時間 T を超えるか否かは作業開始前に分かるものとし， T と

ORP を最適化する．以下に，仮定，目的関数の導出を説明し，平均コス

トレートの挙動と T の最適値について議論する．  

 

4.4.2.1 仮  定  

 作業時間管理方策での仮定は，4.4.1.1 節に準じる他，以下のとおりと

する．  

 

（１）各作業の開始前に，当該作業が予め決められた時間 T を超過する

か否かは正確に判断できる．  

（２）オーバーホールは
1 kk YTY を満たす k 回目の作業終了時に行わ

れる．ただし，Y k は k 回目までの作業時間の和を表す確率変数で

ある．  

 

 図 4.7 に，本方策でのシステムの状態推移の一例を示す．図では，k+1

回目の作業終了時に初めて T を超えるので， k 回目の作業終了時にオー

バーホールが行われている．  

 

 

図 4.7 作業時間管理方策でのシステムの状態推移の一例  

 

 １回目の作業時間が TX 1 を満たすとき，作業を１回も行わないまま
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オーバーホールが行われる．しかし，作業時間分布の期待値 1/は通常

オーバーホール間隔の上限値 T より十分に短いため，この確率は無視で

きるほど小さい．  

 

4.4.2.2 目的関数の導出  

 まず，オーバーホール間の平均作業時間は，  

)1(
1

)(d
2

)1(

0

)( T

n

nT yT eTyGye 








   (4.32)  

で表される．上式の y は n−1 回目までの作業時間の和を意味している．

また，被積分関数の e− (T−y )は， n 回目の作業が時間 T−y 以上継続する確

率を表している．なお，オーバーホール間隔の分散は次式で求められる．  

)21(
1

)1(
1

)(d 2

2

2

2

)1(

0

)(2 TTT

n

nT yT eTeeTyGey  







 








  (4.33)  

作業回数管理方策におけるオーバーホール間隔は，N 個の独立で同一の

指数分布 G(x)を足し合わせた値となる 3ので，その分散は N/2と等しい．

一方，式 (4.33)は常にこれより小さい値となる．  

オーバーホールまでのシステムの平均稼働時間は式 (4.34)となる．  

  




 
1

0 0

)1(

0 2 )(d)(dd})(1{
n

T yT nx

yGxGtytP  

   



T x xxT yT x

xtetPyxteytP
0 0 20 0 0 2

2 dd)}(1{ddd})(1{    (4.34)  

よって，平均アベイラビリティ A3(T ,p)は  

                                                 
3  この値を表す確率変数が従う分布をアーラン分布といい，その分散は N / 2 とな

る [53]．  
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 (4.35)  

と表される．IFR の性質から，式 (4.35)が T に関して単調減少するのは明

らかである．  

 次に，オーバーホールまでのタイプ２故障回数の期待値を (T)とする

と，  

   
 








T xT yT x

n

T nyT

xexPyxeyxPyGxGyxPT
0 20 0 2

2

1
0

)1(

0 2 d)(dd)()(d)(d)()(    

 (4.36)  

であるから，これを用いて平均コストレート C3(T ,p)は  

)(

)1(
1

)()(ˆ
),(3 pC

eT

CTpC
pTC L

T
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 (4.37)  

と表される．  

 

4.4.2.3 平均コストレートの挙動と T の最適値  

 ORP が与えられたときの平均コストレートの T に関する挙動と T の最

適値について次の結果を得た（付録Ｉ参照）．ただし，  

 
 

T uT yuu

ueuHpuyeyHuHpTS
00

)(

0

2 d)]()1(exp[dd)}]()(){1(exp[)(    

 (4.38)  

とする．  
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（Ａ）
)(ˆ

)(
pC

C
S O のとき  

   平均コストレートは T に関して単調減少する．最適 T は A3(T ,p)=

の唯一の解であり，これを T
~
とする． 

（Ｂ） 1
)(ˆ

)(
)(ˆ


pC

C
S

pC

C OO のとき  

   平均コストレートの極値が存在するか否か不明である．T1 を付録

Ｉの式 (I.4)の解とすると， TT
~

1  なら T*は TTT
~

1  の範囲で存在し，

それ以外なら TT
~*  である．  

（Ｃ） )(1
)(ˆ

 S
pC

CO のとき  

   平均コストレートの極値は一つ以上存在する． T̂ を式 (I.2)の解の

うち最も小さい解とすると， TT
~ˆ  のとき T*は TTT

~ˆ  の範囲でコ

ストレートが最小となる T であり，それ以外のとき TT
~*  である．  

 

なお，故障が形状パラメータ 2 以下のワイブル分布に従うとき，S(∞)=∞

より（付録 I.4 節参照），必ず（Ｃ）の条件が満たされる．  

 

4.4.3 数値例  

 

 ここでは，0.97 とし，作業回数管理方策及び作業時間管理方策の数

値例を示す．  

パ ラ メ ー タ を H(t)=(t/15)1 .5 ,  λ=1, CR1=5, CR2=10, CO=25 及 び     

CL(p)=−log(1−p)とし，p=0.6, 0.7 及び 0.8 の場合の作業回数管理方策の平

均アベイラビリティ及び平均コストレートの N に関する推移を図 4.8 に

示す．点線がアベイラビリティを，実線がコストレートをそれぞれ表し

ている．  
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図 4.8 作業回数管理方策の目的関数  

 

 アベイラビリティは N に関して単調減少している様子が確認できる．

一方，コストレートは単峰となっており，例えば p=0.8 では N=64 で最

小値をとっている．また，最適解は C2(51,0.75)=1.840 である．表 4.4 に，

故障がワイブル分布 H(t)=(t/)に従う場合の最適解を示す． 

 

表 4.4 作業回数管理方策での最適解  

η  

β 
10  15  20  

N*  p*  コスト

レート  
N*  p*  コスト

レート  
N*  p*  コスト

レート  

1.3 60  0.82  2.14  91  0.73  1.55  101  0.62  1.21  

1.5 36  0.84  2.56  51  0.75  1.84  62  0.65  1.44  

1.8 24  0.85  3.01  30  0.74  2.14  40  0.65  1.66  

2.0 18  0.84  3.24  26  0.74  2.27  31  0.61  1.75  

 

 尺度パラメータが増加するとき，１作業当たりのタイプ２故障は減

少するので，アベイラビリティは増加する．よって，コストを削減する

ため N*は増加し，p*は減少している．形状パラメータ が増加するとき，
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目標アベイラビリティを満たすため，N*は減少している．  

 図 4.9 及び表 4.5 に作業時間管理方策での平均アベイラビリティ及び

コストレートの推移並びに故障がワイブル分布に従うときの最適解を

示す．パラメータはそれぞれ図 4.8 及び表 4.4 と同一である．  

 

図 4.9 作業時間管理方策の目的関数  

 

表 4.5 作業時間管理方策での最適解  

η  

β 
10  15  20  

T*  p*  コスト

レート  
T*  p*  コスト

レート  
T*  p*  コスト

レート  

1.3 66  0.82  2.13  86  0.72  1.54  107  0.62  1.21  

1.5 37  0.83  2.53  52  0.74  1.82  60  0.63  1.42  

1.8 24  0.83  2.95  30  0.71  2.10  39  0.61  1.63  

2.0 20  0.82  3.13  27  0.71  2.21  34  0.60  1.71  

 

 図 4.9 と表 4.5 はそれぞれ図 4.8 と表 4.4 と似たような傾向を持ってい

る．なお，図 4.9 の例は，=1.5≤2 より 4.4.2.3 節の分類（Ｃ）に当たる．

コストレートは単峰であり，例えば p=0.8 のとき T=65 で最小値 1.892 を

とっている．ここでは λ=1 であるので，両方策の平均オーバーホール間

隔は N 及び式 (4.32)よりほぼ T−1 である．表 4.4 と表 4.5 を比べると，パ
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ラメータによりこの大小は異なる．一方，最適 ORP は常に作業時間管理

方策の方が小さいまたは同じになっている．  

 

4.4.4 ２方策の比較と考察  

 

 両方策での最適コストレートの比較結果を表 4.6 に示す．ただし，   

C2
*≡C2(N*,  p*), C3

*≡C3(T*,  p*)である．  

 

表 4.6 最適コストレートの比（C2
*/C3

*）  

η  

β 
10  15  20  

1.3 1.005  1.004  1.004  
1.5 1.011  1.009  1.009  
1.8 1.019  1.017  1.018  
2.0 1.032  1.025  1.022  

 

 表 4.6 は作業回数管理方策での最適コストレート C2
*と作業時間管理

方策での最適コストレート C3
*の比を示したものである．全てのケース

で 1 を超えていることから，作業時間管理方策が常に有利であることが

分かる．この理由は，タイプ２故障が発生したときのダウンタイムによ

ると考えられる．作業回数管理方策では，１回のタイプ２故障に対し平

均して 1/のダウンタイムが発生する．これは指数分布のもつ無記憶性

によるものである．一方，作業時間管理方策では，時刻 t で発生したタ

イプ２故障によるダウンタイムは必ず t より短い．これは，平均オー

バーホール間隔が短いほど突出した差を生むと考えられる．実際，表 4.6

の値は最適オーバーホール間隔が短くなる， が小さく が大きいケー

スほど大きな値となっている．さらに，作業時間管理方策では離散値の

N に対して連続値である T が変数であるので，より精度の高い値の設定

により有利になることも考えられる．以上の理由から，作業時間管理方

策が有利になっているものと考える．  

 しかし，作業時間管理方策では，作業回数管理方策にはない，「作業
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時間が T を超えるか否かが事前に正確に判断できる」という仮定が必要

である．この仮定は，実運用上は妥当な仮定といえるが，数学的には期

間が確率分布によって決定される以上，正確に判断できるということは

あり得ないという問題がある．逆に， T を超えない分布であると仮定す

るならば，この新たな条件により，元の分布ではなくなってしまう．確

率分布の実現値は予測できないという数学的見地から，Nakagawa and 

Zhao はオーバータイム方策 (overtime policy)，即ち予定した時刻を超えた

始めの作業終了時に保全を行う方策を提唱している [75]．ただし，運用

者にとっては定められた時間を超過しての運用は許容できない場合も

多く，全ての実用システムへ適用できるわけではないと考える．  

 作業時間の予測が失敗する確率を考慮すると，作業時間管理方策の最

適コストレートは 4.4.3 節の値より必ず増加する．その増加傾向は，前

述のタイプ２故障による両方策のダウンタイムの差が顕著であるパラ

メータで同じく顕著であるので，作業回数管理方策との差はほとんど無

くなる可能性，あるいは逆転する可能性もある．いずれにせよ，さらに

詳しい解析が必要である．  

 

4.4.5 まとめ  

 

 本節では，ビークルに搭載されているシステムの故障率が時間ととも

に増加する場合の保全方策を提案した．具体的には，N 回目の作業終了

後にオーバーホールを行う作業回数管理方策と時間 T に達する直前の作

業終了時にオーバーホールを行う作業時間管理方策である．それぞれに

ついて平均アビイラビリティ及び平均コストレートを導出し，それらの

挙動を分析するとともに，最適解の分類を行った．数値例で両方策を比

較した結果作業時間管理方策が常に有利であることが確認できた．  

 N 回目の作業等の終了時に保全を行うという方策は単純で分かりやす

く，それゆえ古くから研究が行われてきた．一方，作業時間がある時間

に達する前に保全を行う方策は本研究で初めて提案された．この方策は，
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システムがオーバーホールされるまでの使用時数の基準が決まっている

ときに運用現場はよく用いられてきたものの，理論化されていなかった．

しかし，「T に達するか否かが確実に判断できる」という仮定は数学的に

は正確でない．よって，さらに現実的かつ数学的に正しいモデルを提案

する必要がある．  
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4.5 おわりに  

 

 本章では，船舶等のビークルに搭載されているシステムを対象に，確

率的に補給遅延時間が発生する場合の保全方策を提案した．ビークルに

搭載されているシステムは，故障発生時に十分な保全資源が即座に使用

できるわけではない．即座に利用できるか否かを一定の確率で表現し，

その確率を維持するためのコストが既知の関数であると仮定し，CFR と

IFR のシステムに対して解析を行った．CFR のシステムに対しては搭載

コストがある条件を満たす場合に最適解を求めることができることを示

した． IFR システム対しては，作業回数に応じてオーバーホール（取替

え）を行う方策と，使用時間に応じてオーバーホールを行う方策を提案

し，それぞれ目的関数を導出し，その挙動を解析することで，最適解ま

たはその探索に関する有益な情報を得た．しかし，4.4.4 節でも述べたよ

うに， IFR モデルの作業時間管理方策は理論的には不十分であり，今後

さらなる議論が必要である．  

 本章での議論により，軍艦においては COSAL と呼ばれる，ビークル

への搭載品目の策定にあたり，理論的根拠が利用可能となった．経験的

な勘によって行われる選定に代わり，論拠に基づく費用対効果に優れる

決定を下すことができる．ビークルだけでなく，運用場所で十分な保全

資源が確保できない場合にも本章のモデルが適用できる．例えば，コピ

ー機などの事務用機器の商品購入とともに付随するメンテナスキットの

最適化が考えられる．  

ただし，正確な最適解の導出には，ORP の正確な推定及び ORP に対

する搭載コスト関数の見積もりが必要不可欠である．推定にはこれまで

のデータの蓄積が有効であるため，新製品等のデータの少ないシステム

への本章の議論の適用は容易でなく，推定方法に関する研究も同時に行

う必要がある．  
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第５章  管理遅延時間を伴うシステムの最適修理方法

の選択  

 

 

5.1 はじめに  

 

 １章でも述べたとおり，管理遅延時間に関する保全方策の研究はこれ

まで多く行われてきたわけではない．これは，システムが取替え等によ

り再生する間隔に比べ管理遅延時間が十分短い場合が多いため，あるい

は管理遅延時間が保全時間と一体として扱われてきたためである．  

 しかし，管理遅延時間が無視できないほど長い場合や，その特徴が他

の保全時間とは異なる場合も存在する．本章では，管理遅延時間を伴う

システムとして，前章でも取り上げた船舶等に搭載されているシステム

に着目し，管理遅延時間の費用と稼働率に関するトレードオフを考慮し

たモデルを提案する．  

 ビークルに搭載されているシステムに故障が発生した際，特に故障が

ビークルの運航に影響を及ぼさない場合には，船長等の意思決定者はい

くつかの選択肢から最適な修理方法を選択している．前章では，故障を

即座に修理できない場合にのみビークルの作業終了後に修理する方法

（以下，後日修理という．）が選択されていた．しかし，故障時の状況に

よっては，例え即座に修理できても後日修理が選択される場合がある．

これは，港の岸壁に係留して修理を行う方が容易であったり，必要な保

全資源が航海中に比べ安価で取得可能であったりするためである．また，

出港直後に発生した故障は，出発した港に一旦帰港し，修理作業を行っ

てから再度航海を開始することもある．即座に修理できるという選択肢

があるにも関わらず，上述のような事由により発生したダウンタイムは

管理遅延時間とみなせる．このように，ビークルに搭載されているシス

テムに発生し得る管理遅延時間は無視できるほど短くなく，かつその期

間と修理費用にトレードオフの関係を持っている．しかし，管理遅延時
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間のこのような特徴に着目した研究はこれまで行われておらず，修理行

動の意思決定を支援する理論的根拠は殆ど無かった．そこで，本章で具

体的なモデル化を通じて，意思決定に資する理論的な枠組みを構築する

ことを目指す．  

具体的には，システムに故障が発生した際の対処法として，次の３種

類を仮定し，故障の発生時刻に応じた最適な選択を行う問題を考える．

即ち，(A)実施中の航海等の作業を中断し，作業開始地まで帰投した後修

理を行う（帰投修理）， (B)修理に必要な予備アイテムや修理人等の保全

資源を緊急輸送し，即座に修理を行う（即座修理），及び (C)故障を放置

し，作業終了後に修理を行う（後日修理），である．対処法 (A)の帰投に

はある程度時間が必要であり，対処法 (A),  (B)及び (C)による修理時間，

並びに対処法 (B)による保全資源の輸送にかかる時間は無視できるもの

とすると，対処法 (A)及び (C)は，ダウンタイムの発生により稼働率を逓

減させる要因となる．なお，前章では故障が発生した際に必要な保全資

源がビークルに搭載されている可能性を考えたが，本章では搭載してい

る保全資源は無いものと考える（つまり本章での故障は全て前章で定義

したタイプ２故障に相当する）．一方修理費用に関しては，補給品の輸送

等を伴う対処法 (B)が最も高く，次いで追加の岸壁料等のペナルティコス

トが生じ得る対処法 (A)，対処法 (C)の順とする．   

対処法 (A)が選択された際，帰投に必要な時間は，それまでの稼働時間

に一致すると考えるのが適当であろう．しかし，修理施設が出発した港

以外にも複数存在する場合や，稼働時間と出発地までの距離が比例しな

い場合も考えられる．このような場合には，故障時刻に依存しない分布

を与えることが適当である．前者を基本モデル，後者を独立帰投時間モ

デルと呼び，それぞれ議論する．   

以上のような仮定では，作業開始後間もなく発生した故障は，その後

の長期に及ぶ作業に備えて対処法 (A)または (B)を，作業終了間近で発生

した故障は低コストで修理するため対処法 (C)を，それぞれ選択すること

が適当であると推測できる．よって，対処法を選択する問題は，各対処
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法を適用する時間帯を決定する問題に帰着される．  

発生した不具合に対する適切な対処法を選択する研究は，ソフトウエ

ア信頼性の分野で “countermeasure selection”と呼ばれ，近年注目を浴びて

いる [76][77]．一方，ハードウエアの分野ではマルコフ決定過程を用いた

解析が Derman[78]以来盛んに行われている．本章では，最適な時間帯を

決定する問題を扱った Tahara and Nishida[79]と同じく，時間帯を表す閾

値を設定し，それを最適化する手法を採用する．ビークルの従事する作

業の開始から終了までの間システムはある平均アベイラビリティを満た

しつつ，ビークルの作業終了までのコストが最小となる時間の幅を最適

解とする．  

 本章でのモデルの概要は表 5.1 のとおりである．5.2 節で，本章で用い

る記号を示し，5.3 節と 5.4 節で，ビークルの作業時間がランダムに決ま

る場合と事前に決まっている場合をそれぞれ取り上げる．なお，システ

ムの故障が CFR のシステムのみを扱う．最後に 5.5 節で本章での成果を

まとめる．  
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表 5.1 提案モデルの概要  

節  モデル  概  要  

5.3  ランダム作業時間・

基本モデル  

（ 5.3.2 及び 5.3.3 節） 

作業時間が指数分布に従い，帰投には

これまでの稼働時間と等しい時間が

必要と仮定したモデル  

ランダム作業時間・

独立帰投時間モデル  

（ 5.3.4 節）  

作業時間が指数分布に従い，帰投に必

要な時間はこれまでの稼働時間とは

独立の分布に従うと仮定したモデル  

5.4  定時間作業・基本モ

デル  

（ 5.4.2 及び 5.4.3 節） 

作業が定時間であり，帰投にはこれま

での稼働時間と等しい時間が必要と

仮定したモデル  

定時間作業・独立帰

投時間モデル  

（ 5.4.4 節）  

作業が定時間であり，帰投に必要な時

間はこれまでの稼働時間とは独立の

分布に従うと仮定したモデル  
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5.2 記 号  

 

 本章では，以下の記号を用いる．  

 

G(x)：ビークルの作業時間分布，G(x)=1−e− x  (>0)  

T：固定された作業時間  

h：故障率  

F(t)：システムの故障分布関数，F(t)=1−e−h t  (h>0)  

f(t)  :  故障確率密度関数， dF(t)/d t  

C1：ペナルティコストを含んだ１回当たりの帰投修理コスト  

C2：保全資源の輸送コストを含んだ１回当たりの即座修理コスト  

C3：１回当たりの後日修理コスト  

1  ：帰投修理が選択される期間を表す閾値  

2  ：即座修理が選択される期間を表す閾値  

A(1 ,2)：１作業中のシステムの平均アベイラビリティ（基本モデル）  

A
~

(1 ,2)：１作業中のシステムの平均アベイラビリティ（独立帰投時間モ

デル）  

α：目標平均アベイラビリティ  

CV(1 ,2)：１作業終了までの平均コスト  

P1：１作業中に帰投修理が発生する確率  

N2：１作業中の即座修理の回数の期待値  

P3：１作業中に後日修理が発生する確率  

TV：１作業の完了に要する時間の期待値  

DV：１作業中のダウンタイムの期待値  

：帰投に要する時間の期待値（独立帰投時間モデル）  

Φ*：変数 Φ の最適値   
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5.3 作業時間がランダムの場合  

 

 本節では，ビークルの航海等の作業時間が確率変数に従う場合を考え

る．これは，作業の所要時間が正確には予測できないことを意味する．

作業時間分布として指数分布を仮定し議論を進めるが，他の分布に従う

場合にも同様の仮定で定式化が可能である．  

 次小節以降，本節での仮定，帰港に要する時間がそれまでの経過時間

と等しい基本モデルにおける目的関数の導出，その挙動を説明し，5.3.4

で独立帰投時間モデルを議論する．その後数値例を紹介する．  

 

5.3.1 仮 定  

 

本節での仮定は以下のとおりである．  

 

（１）  あるビークルは時刻 0 から期間が G(x)=1−e− x  (>0)に従う作業（航

海等）を開始する．同じ時刻にビークルに搭載されている対象の

システムは稼働し始める．システムはビークルの作業中稼働する

ことが求められる．  

（２）  システムの故障は指数分布 F(t)=1−e−h t  (h>0)に従い発生する．  

（３）  システムの故障の発生とビークルの作業の完了は独立である．  

（４）  故障への対処は，(A)作業を中断し，作業の出発地等へ帰投し修理

を行う， (B)即座に修理を行う， (C)作業中は故障を放置し，作業

終了後に修理を行う，のうち一つが選択される．２つの閾値 1 及

び 2 を導入し，故障が発生した時刻 t に対し， t<1 のとき対処法

(A)が， 1<t<1+2 のとき対処法 (B)が， 1+2<t のとき対処法 (C)が

それぞれ選択される．システムの故障により，ビークルが作業を

遂行することができなくなる確率は無視できる．  

（５）  対処法 (A)が選択されたならば，ビークルはある時間をかけて帰投

し，システムの修理の後作業を初めから再開する．基本モデルで
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は，帰投にかかる時間がこれまでの稼働時間 t と等しいとし，独

立帰投時間モデルでは，この時間が従う分布の期待値 (0<<∞)が

与えられるとする．  

（６）  対処法 (A), (B)及び (C)による１回当たりの修理コストはそれぞれ

C1 ,  C2 及び  C3 である．これらのコストは補給品の輸送等修理に関

連する全ての費用を含み， 213 CCC  を満たす．また，修理作業

に必要な時間は無視できる．  

 

以上の仮定の下，システムの平均アベイラビリティ A(1 ,2)（独立帰投

時間モデルでは ),(
~

21 A ）が目標アベイラビリティ )10(  を満たしつ

つ，１回の作業終了までの平均コスト CV(1 ,2)が最小となる (1 , 2)の組

み合わせを決定する．  

図 5.1 と図 5.2 に，故障が時刻 1 以降に発生する場合と基本モデルに

おいて故障が時刻 1 以前に発生する場合のシステムの状態推移をそれぞ

れ示す．  

図 5.1では，対処法 (B)が選択される時間帯に発生した故障はすべて即

座に修理され，ダウンタイムは発生していない．一方，対処法 (C)が選択

される時間帯で発生した故障は作業中放置され，ダウンタイム（管理遅

延時間）が発生している．このため，対処法 (C)が１回の作業で選択され

る回数は高々１回である．基本モデルを表す図 5.2では，対処法 (A)が選

択される時間帯の時刻  t  で故障が発生し，同じ時間  t  だけかけて帰投

し，修理後に再度作業が開始されている．修理後の作業においても，そ

の開始後 1までは対処法 (A)が選択される． 
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図 5.1 時刻 1 以降に故障が発生する場合の状態推移  

 

 

図 5.2 時刻 1 以前に故障が発生する場合の状態推移（基本モデル）  

 

5.3.2 目的関数の導出  

 

本節では，基本モデルにおける目的関数である平均アベイラビリティ

及び平均コストを導出する．簡単のため，以後の時間は最新の作業開始

時（対処法 (A)による修理完了時を含む）を 0 とする時間軸を考える．  

対処法 が選択される故障が発生する確率を P1 とすると，これは 1

までに故障が発生する確率であり，作業時間と 1 との大小関係により場

合分けすることで式 (5.1)のように計算できる．  

}1{)(d)()(d)( 1
1

1

)(

011



 
 




 
h

e
h

h
xGxFxGFP  (5.1)  

次に，対処法 (B)により修理される故障の平均発生回数 N2 は時間間隔

(1 ,1+2)で発生する故障回数の期待値であり，次式で表される．  
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対処法 (C)が選択される故障の発生確率を P3 とすると，これは時刻 1+2

以降に故障が発生する確率と等しいから，次式となる．  

)(

213
21

21

)(d)}])({exp[1(


 
 

 
  e

h

h
xGxhP  (5.3)  

対処法 (A)が選択される故障の発生時刻の期待値を T r とする 4と，次式と

なる．  

 1

1

11 )(

1200 0
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)(d)(d)(d)(d















   
hx

r eh
h

h
xGtFtxGtFtT  (5.4)  

式 (5.4)は，作業開始から作業完了または帰投までに発生する帰投時間の

期待値に一致する．対処法 (A)による修理後，ビークルの作業とシステム

の状態は時刻 0 の時点に再生するから，１回の作業完了にかかる時間の

期待値 TV は，対処法 (A)による出発地への往復時間と，対処法 (A)が実施

されない場合の航海時間 1/の和で表されるので， T r を用いて次式で表

される．  



1

1

21
)222(

1

2

11 



P

T
PTPTTT r

rrrV   (5.5)  

なお，式 (5.5)の括弧内は，n 回目 )1( n の出発が発生する確率 1

1

nP と n 回

目の出発後，次に発生し得る対処法 (A)による往復時間の期待値 2T r の積

の級数を表す．また，式 (5.1)より P1<1 である，対処法 (C)を選択した際

のダウンタイムの期待値は指数分布の無記憶性により 1/となる．よっ

て，作業が完了するまでに発生するダウンタイムの期待値 DV は，式 (5.5)

                                                 
4  T r は対処法 (A)により修理される故障が発生するという条件を付帯していない．

つまり時間間隔 (0,1)で故障が発生しない場合は 0, 時間間隔 (0,1 )内の時刻 t で故

障が発生する場合は t となる確率変数の期待値である．よって， T r はビークルが

作業を開始してから作業を完了するまたは対処法 (A)の選択により帰投するまで

に発生する帰投時間の期待値に一致する．  
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同様 T r を用いて次式となる．  
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   (5.6)  

以上より，平均アベイラビリティ及び平均コストはそれぞれ式 (5.7)及び

(5.9)で計算できる．  
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  (5.9)  

 

5.3.3 目的関数の挙動  

 

本節では，前節で求めた平均アベイラビリティ及び平均コストの挙動

について議論する．5.3.3.1 及び 5.3.3.2 節でそれぞれコスト及びアベイラ

ビリティについて解析する．続いて 5.3.3.3 節で一部の対処法しか選択さ

れない特殊な例について説明する．  

 

5.3.3.1 平均コスト  

 ここでは，コストの挙動を明らかにすることで，目標平均アベイラビ

リティを満たす 1 , 2 の範囲が与えられた際に，コストが最小となる大域
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的最適解を得ることを保証する．  

まず， 2 に関して微分すると，  

0
),(

32

)(

2

21 21 
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 (5.10)  

となり，単調増加することがわかる．  

次に， 1 に関しては，次の結果を得た（付録Ｊ参照）．   

（イ）
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32
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hCC

CC
のとき  

   コストは極大値を唯一もつ単峰関数となる．  
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hCC

CC
のとき  

ただし，条件式中の K は次式で定義される．  
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 (5.11)  

コストは KCC 12 / を満たすとき，始めは減少し，次に増加し，最

後に再び減少する（減少・増加・減少型）． KCC 12 / のとき，単

調減少する．  

（ハ）
2

32

12

)/(
ln

1


















hCC

KCC
のとき  

コストは単調減少する．  

 

以上の結果をまとめると図 5.3 となる．  
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図 5.3 1 に関する平均コストの挙動  

 

5.3.3.2 平均アベイラビリティ  

平均アベイラビリティが 2 に関して単調増加するのは式 (5.7)から明ら

かである．一方， 1 方向への微分は  

2
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 (5.12)  

となる．ここで， S(1)の極限値は S(0)=0 及び S(∞)=h であり， S(1)の微

分は  
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となる．また， 0)0( S であるから，  
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が成り立つ．つまり，1=0 のときのアベイラビリティの傾きは常に正と

なる．式 (5.12)が 0 となる方程式  

)()(})(2{)(2 1

)(

1
21  




hhSehhhS  (5.15)  

の左辺は， 1=0 のとき 0， 1=∞のとき 0)( S より 2h2となり，いずれ

も右辺よりも大きい．よって， S(1)の連続性から式 (5.15)は零個もしく

は偶数個の解をもつ．また，式 (5.12)の S ′(1)の係数に着目すると，少な

くとも  
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   (5.16)  

の範囲でアベイラビリティは増加する．ただし，式 (5.16)を満たす 1 は必

ずしも存在しない．なお，A(0,2)=A(∞,2)の解 2̂ は唯一存在し，  






















h

h

3
ln

1
ˆ

2
  (5.17)  

である．よって， 22 ̂  のとき A(0,2)<A(∞,2)となりアベイラビリティは

必ず正で有限の 1 で最大値をとる．なお，式 (5.17)は  /)3(lnˆ0 2  を満

たす．  

 アベイラビリティについては， 2 に関しての単調増加性は確認できた

ものの， 1 に関する挙動についてはコストの結果と異なり単純な形式で

表現できていない．  

 

5.3.3.3 特殊例の解析  

 ここでは，変数 1 または 2 が 0 または∞となる特殊な場合についての

解析結果を簡単に説明する．なお，本節での証明は前節と重複するため

割愛する．  

(a)  1=0 のとき  

対処法 (B)または (C)が常に選択される．アベイラビリティ及びコス
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トはそれぞれ  
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  (5.19)  

となり，双方 1 に関して単調増加する．よって，最適解 2
*は A(0, 2

*)=

を満たすので，<1 のとき  
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であり，=1 のとき 2
*=∞である．このときのコストは  
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   (5.21)  

となる．  

(b)1=∞のとき  

故障は全て対処法 (A)で除去される．アベイラビリティ及びコストは

それぞれ定数で，  
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12 ),( C
h

CV


   (5.23)  

となる．式 (5.22)は h との比に応じ 2/3 から 1 の値をとる．  

(c)  2=0 のとき  

対処法 (A)または (C)が常に選択される．アベイラビリティ及びコス
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トはそれぞれ  
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  (5.25)  

となる．アベイラビリティの挙動は一意に定まらない一方，コスト

は極大値を唯一もつ単峰関数となる．  

(d)2=∞のとき  

対処法 (A)または (B)が常に選択される．アベイラビリティ及びコス

トはそれぞれ  
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  (5.27)  

となる．アベイラビリティは単調減少する．コストは C2 /C1<K を満

たすとき減少・増加・減少型となり，満たさないとき単調減少する．  

 

5.3.4 独立帰投時間モデル  

 

対処法 (A)が選択された際，帰投に必要な時間が，故障時刻とは独立の，

正で有限の期待値 をもつ一般分布に依存すると仮定する．この場合，

作業完了までのコストは基本モデルと等しい．そこで，本小節では平均

アベイラビリティについて解析する．ここで独立帰投時間モデルのアベ

イラビリティの挙動が数学的に明らかとなることで，5.3.3節の結果と併

せてが与えられた際に大域的最適解を得ることが保証できる．  

対処法 (A)が選択される故障の発生時刻の期待値
rT

~は Pと等しい．こ
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れを用いると，独立帰投時間モデルにおけるアベイラビリティ Ã(1 ,2)

は，次式で表される．  
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ただし，  
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である．  

以下， 5.3.4.1節で平均アベイラビリティ関数の挙動を， 5.3.4.2節で特

殊例について説明する．  

 

5.3.4.1 平均アベイラビリティの挙動  

基本モデルと同様， 2に関しては単調増加する．一方， 1に関する微

分は式 (5.12)右辺における S(1)及び S ′(1)をそれぞれ )(
~

1
S 及び )(

~
1
S  に変

更した式となる．これを解析することで， 1に関するアベイラビリティ

の挙動について，2の値に応じて以下の場合に分類される（付録Ｋ参照）． 

（イ） 2

/12
ln

1





















h

h
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アベイラビリティは極小値を唯一もつ単峰関数となる．  
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アベイラビリティは，  
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   ならば単調増加となり，それ以外なら増加・減少・増加型となる．

式 (5.30) を満たす 2は，  /1 または h>1.0865のとき，必ず存在

する（付録Ｌ参照）．なお，  /1 または h のとき条件（ロ）右

辺の真数は正となるので，条件（ロ）を満たす 2は必ず存在する．  

（ハ） 





























2
ln

12
ln

1
2

hhh

h
のとき  

アベイラビリティは単調増加となる．なお，h<2.9769のとき，条

件（ハ）を満たす 2は存在しない（付録Ｍ参照）．  

 

以上の結果をまとめると図 5.4となる．  

 

 

図 5.4 1に関する平均アベイラビリティ（独立帰投時間モデル）の挙動  
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5.3.4.2 特殊例の解析  

 以下に特殊例におけるアベイラビリティについて簡単に説明する．  

 

(a)  1=0のとき， 5.3.3.3節 (a)と一致する．  

(b)1=∞のとき  
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となり， hの値に応じ 1/2から 1までの値をとる．  

(c)  2=0のとき  
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となり，その挙動は 5.3.4.1節の条件により判別される．  

(d)2=∞のとき  
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となり，  
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より単調減少する．  

 

5.3.5 数値例  

 

本小節では，コスト及びアベイラビリティの計算結果を示し，最適解
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について説明する．初めに基本モデルの結果を示し，次に独立帰投時間

モデルの結果を示す．  

計算に用いるパラメータを =1, h=1, C1=2, C2=3 及び C3=1 とする．図

5.5 から 5.9 に，基本モデルにおける平均コスト関数 CV(1 ,2)及び平均ア

ベイラビリティ関数 A(1 ,2)をそれぞれ示す．  

 

 

図 5.5 平均コスト関数（３次元図）  
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図 5.6 平均コスト関数（２次元図）  

 

 

 

図 5.7 基本モデルの平均アベイラビリティ関数（３次元図）  
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図 5.8 基本モデルの平均アベイラビリティ関数（２次元図）  

 

図 5.5 と図 5.6 から，コストは 2=0 のとき単峰となっており， 1=2.76

で最大値 2.0157 をとっていることが分かる．また，1 が十分大きくなる

と CV(∞,2)=2 に収束している． 2 が増加するにつれ極値を２個もつ形，

単調減少へと遷移する．その境界は， 2=0.92 と 2=1.83 である（付録Ｊ

の式 (J.9)は成り立たない）．なお，2=1 のとき，1=0.04 で極小値 2.0787, 

1=1.16 で極大値 2.2942 をとっている．このように平均コスト関数が３

種類の形状をもつ理由は，式 (5.9)最右辺の C1 の係数の正の傾きと，C2 ,  C3

の係数の負の傾きの増減速度の違いによるといえる．  

図 5.7 と図 5.8 では， 2=0 のときアベイラビリティは単調増加する一

方，2>0 のときは極値が２個以上存在しているようである．例えば，2=1

のとき，1=0.25 で極大値 0.8378，2=2.90 で極小値 0.7479 をとっている．

ただし，が h に比べて大きくなると，2=0 でも極値をもつ形になる．

の値を に変更した場合の， 1 に関するアベイラビリティの推移を図 5.9

に示す． 
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図 5.9 アベイラビリティの推移 (=5) 

 

1 によるアベイラビリティの変化について考察する． 1 が微小量だけ

増加するとき，時刻 1 直後で発生した故障に対し選択される対処法は (B)

から (A)に変更され，時刻 1+2 直後で発生する故障に対し選択される対

処法は (C)から (B)へ変更される．後者によるダウンタイムの減少量の期

待値は，時刻 1+2 での故障確率密度 h，その時点で作業が終了していな

い確率及び当該故障が発生した条件下でのダウンタイムの期待値 1/の

積で表される．作業の未完了確率は 1 の増加とともに減少するので，全

体の値（３つの値の積）も減少する．一方，前者によるダウンタイムの

増分は 1·f(1)と作業の未完了確率の積で表される．この値は 1 の増加と

ともに増加したのち減少する．しかし，1 の変更は平均作業完了時刻 Tv

へも作用するため，アベイラビリティ全体へ与える影響を評価すること

は容易ではない．とは言え，アベイラビリティが 1 とともに増加する範

囲では，前者の利益が後者の不利益を上回っていることを意味している． 

次に，目標アベイラビリティ=0.75 とし，最適解を求める．C1=2, C3=1

及び=1 のとき，いくつかの C2 と h による最適解の組 (1
* ,2

*)及びその

ときのコストを表 5.2 及び 5.3 に示す．ただし，表中の “N/A”は 1
*=∞で
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あるため 2 の最適解が存在しないことを意味する．  

 

表 5.2 修理コスト C2 による最適解の推移 (h=0.5,1.0)  

h  0.5  1.0  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

3  0.3355  0.0000  0.5420  0.2283  0.5134  1.6457  

4  0.3355  0.0000  0.5420  0.3856  0.4396  1.9218  

5  0.3355  0.0000  0.5420  ∞  N/A  2.0000  

6  0.3355  0.0000  0.5420  ∞  N/A  2.0000  

 

表 5.3 修理コスト C2 による最適解の推移 (h=1.5,2.0)  

h  1.5  2.0  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

3  0.1578  0.7542  2.7627  0.1204  0.8895  3.8833  

4  0.2640  0.7124  3.3903  0.1999  0.8615  4.8733  

5  0.3430  0.7015  3.9499  0.2579  0.8577  5.7887  

6  0.4056  0.7048  4.4700  0.3029  0.8646  6.6600  

 

h=1.0 のとき，C2 が増加すると対処法 (A)のみ選択する方策が最適とな

っている．これは，C2 が比較的小さい値のときの最適解 (1
* ,2

*)付近で

のコストが，C2 増加につれ式 (5.23)を上回るためである．よって，この

現象は式 (5.22)が 以上となる比較的故障率の小さい場合に起こり得る．

また， h=0.5 のときは 2=0 が最適となっている．その他の場合では，C2

の増加とともに 1
*が増加し，2

*はそれほど変化していない．表で示され

た範囲では， 1 増加によるアベイラビリティの増加が 2 増加によるもの

より低コストで行えることを意味している．また，故障率 h が増加する

とき，1
*は減少する一方，2

*は増加することが観察できる．最適コスト

も増加している．  

C2  

C2  
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次に， h==1, =0.3 のときの独立帰投時間モデルの平均アベイラビリ

ティ関数 ),(
~

21 A を図 5.10 及び 5.11 に示す．また，=0.6 の場合の ),(
~

21 A

を図 5.12 及び 5.13 に示す．  

 

図 5.10 独立帰投時間モデルの平均アベイラビリティ関数  

（ =0.3, ３次元図）  

 

図 5.11 独立帰投時間モデルの平均アベイラビリティ関数  

（ =0.3,  ２次元図）  
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図 5.12 独立帰投時間モデルの平均アベイラビリティ関数  

(=0.6, ３次元図 ) 

 

図 5.13 独立帰投時間モデルの平均アベイラビリティ関数  

(=0.6, ２次元図 ) 

 

図  と図  を比較すると，独立帰投時間モデルでは， 2

が比較的大きい領域で，アベイラビリティが 1 に関して減少傾向をもつ

ことが分かる． 節における（イ）の条件は 2となり，この範

囲で極小値を唯一もつ．例えば， 2=2 のとき， 1=2.38 で極小値 0.8106

をとっているが，図 5.10, 5.11 の縮尺では認識できないほど滑らかであ
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る．この減少傾向は，が大きくなるほど顕著になる．図 5.12, 5.13 と比

較すると， 2=1, 2 のとき =0.6 の方が 1 に関する減少度合が速いことが

分かる． 

帰投時間の期待値 を変化させたときの最適解の組 (1
* ,2

*)及びその

ときのコストの推移を表 5.4 に示す．ただし， =1, C1=2, C2=3, C3=1 及

び=0.75 とする．  

 

表 5.4 平均帰投時間 による最適解の推移 (h=1.0, 1.5)  

 

  

1.0  1.5  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

0.01  0.7054  0.0000  1.4625  0.8989  0.0000  2.5600  

0.10   0.8408  0.0000  1.5881  0.2192  0.7265  2.7773  

0.15  0.3618  0.4412  1.6629  0.1469  0.7988  2.8227  

0.20  0.2389  0.5527  1.6986  0.0911  0.8417  2.8521  

0.25  0.1586  0.6165  1.7229  0.0451  0.8651  2.8688  

0.30  0.0963  0.6562  1.7386  0.0056  0.8749  2.8749  

0.40  0.0000  0.6931  1.7500  0.0000  0.8755  2.8750  

 

平均帰投時間 が小さい範囲では，対処法 は選択されない． が大

きくなるにつれ， 2
*が大きくなる一方， 1

*は減少し， 0 に近づく．最適

コストは とともに増加している． 

故障率 hと における基本モデルと独立帰投時間モデルの最適コ

ストを比較すると，基本モデルのもの（表 と表 における C2=3 のと

き）は独立帰投時間モデル（表 ）における最大値（ のとき）と

最小値（ のとき）の間に存在しており，両モデルにおいて特筆す

べき差異は認められない． 

 

 


h  
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5.3.6 まとめ  

 

ビークルの作業時間が分布に従う場合の搭載システムの修理方法最適

化について議論した．作業終了までの平均アベイラビリティ及び平均コ

ストを導出し，それらの挙動について議論した．また，あるアベイラビ

リティを満たしつつコストが最小となる最適解を数値的に求めた．本節

では，作業時間に関してよく用いられる指数分布を仮定した．なお，指

数分布以外の分布に従う場合，無記憶性をもたないため後日修理が選択

された際の作業の平均余命（作業が終わるまでの時間の期待値）を簡単

に求めることができなくなるものの，数値的には計算可能である．  

次節では，作業が定時間の場合について考える．  
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5.4 作業が定時間の場合  

 

 本節では，作業が定時間の場合を考える．例えば，貨物を決められた

港に運搬する場合や，定期航路を航走するフェリー等，商用船舶の航海

時間は事前に決まっているまたは高い確度で予測できる場合が多い．こ

のような場合，前節の分布に従う作業時間を仮定するより，作業時間は

既知であるとの仮定が有用である．以下，仮定，目的関数の導出，解析，

数値例，まとめの順で説明する．  

 

5.4.1 仮 定  

 

 本節での仮定は， 5.3.1 節に準じる他，以下の通りとする．  

 

（１）ビークルの作業時間は T(>0)で，既知である．  

（２）閾値 1 及び 2 は， T 2110  を満たす．  

 

5.4.2 目的関数の導出  

 

 本小節では，前節の議論と同じ過程により，目的関数を導出する．  

１作業中に対処法 (A)を選択する故障が発生する確率 P1 は，時間間隔

(0,1)で故障が発生する確率なので，  

11)( 11

 h
eFP


  (5.35)  

となる．対処法 (B)が選択される回数の期待値 N2 は，時間間隔 (1 , 1+2)

での故障回数の期待値なので，  

22 hN   (5.36)  
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である．最後に，対処法 (C)が選択される確率 P3 は，時間間隔 (1+2 ,T)

で故障が発生する確率に等しいから  

)}]({exp[1))(( 21213   ThTFP  (5.37)  

である．次に，対処法 (A)が選択される故障の発生時刻の期待値 T r は， 

11
1

10
)1(

1
d)(


 hh

r ee
h

tttfT


   (5.38)  

となる．１作業完了時間の期待値 TV は，1>0 のとき，式 (5.35)より P1>0

だから，  

Te
h

T
P

T
TPTPTTT

hr
rrrV 


 1

1

2

11 2)1(
2

1

2
)222( 1   (5.39)  

である．式 (5.39)は 1=0 のときも成り立つ．ダウンタイムの期待値 DV は，

前節とは異なり無記憶性が成り立たない事に注意して，  

 


T

rrrV tthhtTPTPTTD
21

d)}]({exp[)()( 21

2

11 
  

 





T
r tthhtT
P

T

21

d)}]({exp[)(
1

21

1


   

 2)}]({(exp[
1

2 2121
1   

The
h

T
h  (5.40)  

と計算できる．  

以上より，平均アベイラビリティ及び１作業終了までの平均コストは，

それぞれ  

)1(2)2(

)}]({exp[
),(

1

1

1

212
21















h

h

eTh

Theh
A  (5.41)  
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33221

1

1
21

1
),( CPCNC

P

P
CV 


  

  321221 )}]({exp[1)1( 1 CThChCe
h 

  (5.42)  

となる．ただし，式 (5.42)は 1=0 のときも成り立つ．  

 

5.4.3 目的関数の挙動  

 

 本小節では，前小節で得られた目的関数である式 (5.41)と式 (5.42)の挙

動について調べる．  

 

5.4.3.1 平均コスト  

コストについて， 2 に関する微分は，  

  0)}]({exp[
),(

3212

2

21 



CThCh

CV 



 (5.43)  

より単調増加する． 1 に関する微分は  

  0
),(

3

)(

1

1

21 21 


 
CeChe

C ThhV 




 (5.44)  

より，こちらも単調増加する．よって，コストの最小値は  

3)1()0,0( CeC hT

V

  (5.45)  

であり，最大値は  

2),0( hTCTCV  と 1)1()0,( CeTC hT

V  の大きい方，つまり，  

hT

e

C

C hT 1

1

2 
  (5.46)  
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を満たすとき 2),0( hTCTCV  であり，満たさないとき 1)1()0,( CeTC hT
V  であ

る．  

 

5.4.3.2 平均アベイラビリティ  

アベイラビリティは， 2 に関しては  

0
)1(2)2(

)}])({exp[1(),(
1

1

21

2

21 















h

eTh

ThhA
 (5.47)  

より単調増加する．一方，1 に関しては極大値を唯一もつ（付録Ｎ参照）．

よって，アベイラビリティの最大値は明らかに  

1),0( TA  (5.48)  

である．   

 

5.4.4 独立帰投時間モデル  

 

帰投に必要な時間が故障時刻とは独立の，期待値 の分布に従うと仮

定すると，対処法 (A)が選択される故障が発生する時刻の期待値 T r は，  

)1()(d 11

0


 h

r etFT


   (5.49)  

と計算される．よって，平均アベイラビリティは，  

Te

h

Th
e

A
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  (5.50)  

となる．  
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5.4.4.1 平均アベイラビリティの挙動  

 平均アベイラビリティを 2 に関して微分すると，  

0
)1(2

)}]({exp[1),(
~

1

21

2

21 









Te

ThA
h






 (5.51)  

となるので， 2 に関しては単調増加する．一方， 1 に関する微分は，  

2

1

1

21

})1(2{
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~

1
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veA
h

h


















 (5.52)  

ただし，  

)}(2{}){2()( 21

)(

1
21  




TheeTv
Thh

 (5.53)  

である．なお， v(1)と式 (5.53)の符号は一致する． v(1)の微分は  

0})1(2{)( 11
1    hh

Teehv  (5.54)  

を満たすので，アベイラビリティは上に凸である． v(1)の最小値は，  

0)( 2   hTTv  (5.55)  

である．よって，  

0)2(}1){2()0( 2

)( 2 
  

TheTv
Th

 (5.56)  

が成り立つなら，アベイラビリティは 1 に関して極大値を唯一もつ単峰

関数である．成り立たないなら，アベイラビリティは単調減少する．  
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5.4.5 数値例  

  

 基本モデルと独立帰投時間モデルの順で数値例を紹介する．パラメー

タを T=1, h=1, C1=2, C2=3 及び C3=1 と設定し，図 5.14 及び 5.15 に平均コ

スト及び平均アベイラビリティをそれぞれ示す．  

 

図 5.14 基本モデルの平均コスト関数  

  

図 5.15 基本モデルの平均アベイラビリティ関数  

 

 次に，目標アベイラビリティ=0.75 としたときのいくつかの h と C2

における最適解を表 5.5 及び 5.6 に示す．他のパラメータは図 5.14 及び
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5.15 と同じである．  

 

表 5.5 修理コスト C2 による最適解の推移 (h=0.5, 1.0)  

h  0.5  1.0  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

3  0.000  0.000  0.393  0.207  0.012  1.040  

4  0.000  0.000  0.393  0.223  0.000  1.041  

5  0.000  0.000  0.393  0.223  0.000  1.041  

6  0.000  0.000  0.393  0.223  0.000  1.041  

   

表 5.6 修理コスト C2 による最適解の推移 (h=1.5, 2.0)  

h  1.5  2.0  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

3  0.146  0.194  1.989  0.113  0.298  2.986  

4  0.227  0.134  2.230  0.177  0.249  3.528  

5  0.278  0.102  2.403  0.219  0.223  3.997  

6  0.312  0.083  2.541  0.247  0.207  4.426  

 

 h以外のケースで，2 の最適解は C2 の増加とともに減少している．

一方， 1 の最適解は C2 の増加とともに増加しているが， h=1.0 のときは

減少している．これは，最適解周辺での 1 方向のコスト関数の傾きによ

るものと考えられる．  

 次に，独立帰投時間モデルの計算結果を示す． h=1, T=1 及び =0.1 と

したときの平均アベイラビリティ関数を図 5.16 に示す．  

C2  

C2  
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図 5.16  独立帰投時間モデルの平均アベイラビリティ 

 

 図 5.16 より，アベイラビリティが 1 に関して単峰であることが分かる．

なお， 2=0 でのアベイラビリティの最大値は 887.0)0,809.0(
~

A である．  

 表 5.7 に，いくつかの h=1.0 及び  1.5 のとき に関する最適解の推移を

示す．コストは C1=2, C2=3 及び C3=1 である．表から，最適な 1 は が大

きくなると 0 に近づくことが確認できる．  

   

表 5.7 平均帰投時間 による最適解の推移 (h=1.0, 1.5)  

h  1.0  1.5  

1
*  2

*  コスト  1
*  2

*  コスト  

0.01  0.201  0.000  0.995  0.260  0.070  1.901  

0.1  0.221  0.000  1.037  0.173  0.177  2.009  

0.2  0.192  0.045  1.094  0.086  0.261  2.077  

0.3  0.102  0.126  1.132  0.015  0.317  2.102  

0.4  0.023  0.184  1.147  0.000  0.326  2.103  

0.5  0.000  0.199  1.148  0.000  0.326  2.103  
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5.4.6 まとめ  

 

 本節では，ビークルの作業時間が予め分かっている場合の最適修理行

動について議論した．目的関数を導出し，その挙動を数学的に明らかに

した．数値例にて目的関数の挙動を確認するとともに，最適解を決定し，

考察した．なお，前節の数値例で用いた， =1 の指数分布に従う作業時

間の期待値は 1 であり，本節の数値例で扱った固定された作業時間 T=1

と等しいが，最適コストを比較すると 20~50%という大差で本節の結果

が有利となっている．作業が必ず時刻 1 で終了するという事象は，究極

的には確率密度が時刻 1 で無限大であり，それ以外で 0 である分布に従

っているとも考えられるので，この差は分布の違いによるものといえる．

実用では，ソフトウエアのリリースまでの期間や修正パッチの配布間隔

等，必ずしも予め決定する必要のない場合もあるが，コストの観点から

言えば，事前に決定しておくことが強く推奨できることが分かった．  
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5.5 おわりに  

 

ランダムな長さまたは予め定められた時間の長さの作業に従事する

システムの故障を，その発生時刻に応じて適切な対処法を選んで修理す

る保全モデルを提案した．ビークルに搭載されているシステムを想定し，

(A)帰投修理， (B)即座修理， (C)後日修理の３種類の対処法を仮定した．

帰投修理に必要な時間は，これまでの稼働時間に等しいとする基本モデ

ル及び，故障時刻とは独立の既知な分布に従うとする独立帰投時間モデ

ルを提案した．システムの故障は指数分布に従うものとして，作業完了

までの平均アベイラビリティ及び平均コストの期待値を導出し，その挙

動について解析した．また，ある平均アベイラビリティを満たしつつ平

均コストが最小となる最適な対処法を選択する時間帯を数値的に求めた． 

本章での議論により，管理遅延時間を伴うシステムにおいて，意思決

定者の故障修理時期に関する判断に理論的根拠を提供することが可能と

なった．また，本章で提案したモデルは，ビークル搭載システムを念頭

に置いているものの，一部の生産システムや，サーバー等の IT 機器にも

応用できる．例えば，サーバーの再起動やエンジンのアフターアイドリ

ング等，定時間でシステムの保全作業を開始できるとみなせるシステム

に対しては，独立帰投時間モデルが適用できる．さらに，ソフトウエア

における修正パッチ配布時期の決定 [80]-[82]にも応用できよう．即時修

理と後日修理といった，より少ない選択肢のみが与えられている場合に

は，特殊例として解析した 5.3.3.3 及び 5.3.4.2 節の議論が適用できる．  

しかし，本章の議論はシステムの故障発生時間が指数分布に従う場合

に限定される．故障分布を一般分布へ拡張する場合，対処法 (A)による修

理が完全修理のケースと不完全修理のケースが考えられる．後者の場合，

対処法 (A)が選択される確率が，それが選択される度に変わるため式 (5.5)

及び (5.39)が成り立たたず，目的関数の導出が容易でなくなる．一方前者

の場合は本章と同じ要領で目的関数の導出が可能である．目的関数の一

般的な挙動は未だ解明されていないが，これを分析することでより普遍



173 

 

的な法則を発見できる可能性がある．また，本章では対処法 (B)の回数は

無制限としているが，保全資源等の状況により制限が加わるモデルも考

えられる．他にも， IFR システムを考えたとき，対処法 (B)は他の対処法

に比べ故障率の回復が劣る場合等，現実的な条件を加えた様々な拡張が

考えられる．  
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第６章  結  論  

 

 

6 .1 研究成果の概要  

 

本研究では，まず，システムの故障を修復する際に発生するダ

ウ ン タ イ ム を 構 成 す る 時 間 で あ る 実 働 事 後 保 全 時 間 と そ れ 以 外

の時間が異なる性質をもつことに着目した．即ち，実働事後保全

時 間 の 削 減 は 主 と し て 修 理 方 法 の 改 善 等 の 工 夫 に よ り 行 わ れ る

のに対し，それ以外の時間の削減には多くの場合追加の費用が発

生するため，それとの兼ね合いにより決定されるという点である．

そこで，実働事後保全時間との区別を明確にするため，ダウンタ

イ ム に 含 ま れ る 実 働 事 後 保 全 時 間 以 外 の 時 間 を 修 理 遅 延 時 間 と

定義した．  

さらに，修理遅延時間を構成するフォールト検出時間，補給遅

延時間及び管理遅延時間のそれぞれに対し，これまでの先行研究

での不十分な点を指摘した．つまり，故障の際に修理遅延時間を

伴うにも関わらず，理論的な保全モデルが確立していないため効

率 的 な 保 全 が 行 わ れ て い る と は 言 い 難 い シ ス テ ム の 存 在 を 指 摘

した．そこで，それらの点を是正するためいくつかの数理モデル

を提案し，解析した．  

本研究の成果は ，解析の対象としたシステムの観点から以下の

２点に集約できる．  

 

（１）より現実的な仮定の下での ワンショットシステム の解析  

ワンショットシステムの故障は点検でのみ発見され，故障

からそれが発見されるまでの間フォールト検出時間が発生す

る．従来， フォールト検出時間に関する研究 は，故障が発見

された際に は取替えを行うと仮定されていた． しかし，現代
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の複雑なワンショットシステムでは，通常故障の際にシステ

ムそのものを交換することはせず，不具合のあるコンポーネ

ントのみ交換している．そこで ，本研究では小修理によりシ

ステムを復旧するという，より現実的な仮定を用いて解析を

行った．これにより実運用に即した保全方策の策定が可能と

なった．  

（２）船舶等のビークルに搭載されているシステムの解析  

ビークルに搭載されているシステムは，その 故障がビーク

ルの航海等の作業に影響を及ぼさない場合も多く ，それゆえ

システムが非稼働状態でもビークルの作業は続行可能な場合

がある．この場合，発生し得る補給遅延時間及び管理遅延時

間はビークルの作業に応じて 長くなり無視することはできな

いが，このような特別な状況下にあるシステムに関する研究

はこれまで行われていなかった ．本研究では， 発生し得る補

給遅延時間及び管理遅延時間について，現実的なモデルをそ

れぞれ提案した．一つは，補給遅延時間が一定の確率に応じ

て発生するモデルである．これにより，システムの運用場所

であるビークル内に保全資源の十分な搭載スペースがないと

いう現実の問題に対応する数理モデルを 確立した． もう一つ

は，修理の方法が複数あり，それぞれ に発生する費用と管理

遅延時時間が既知のとき，故障時刻に応じた最適な選択肢を

決定するモデルである．これにより，意思決定者が合理的な

選択を行うことが可能となった．  

 

本研究により，これまでの研究では容易にカバーできていなか

ったシステムの保全に対し，意思決定を支援する 論拠の提供が可

能となった．さらに，効率的な保全方策の策定によりシステムの

運用費用の削減や稼働率の向上が期待できる．  
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6 .2 提案モデルとその拡張性  

 

次に，各章での研究成果を詳述する．  

第３章では，ワンショットシステムを取り上げた．システムの

故障は点検でのみ発見され，故障が発見されたならば直ちに小修

理が行われると仮定し，目的関数を最適化する点検間隔 等の保全

方策を求めた． 3 . 2 節でのシングルユニットモデル では，システ

ム の 故 障 が 現 実 的 な ワ イ ブ ル 分 布 に 従 う 場 合 の 目 的 関 数 の 挙 動

を明らかにし，最適解を導くアルゴリズムを提案した．シングル

ユ ニ ッ ト モ デ ル を 基 本 と し ， い く つ か の 拡 張 モ デ ル を 議 論 し た ．

3 . 3 節では，点検でも故障が発見されないユニットを含む２ユニ

ットモデル を， 3 . 4 節ではマルチユニットモデルを提案した．さ

らに， 3 . 5 節では点検間隔を故障発見とともに 変更することで，

よ り 費 用 対 効 果 の 高 い 保 全 を 行 う こ と が で き る こ と を 示 し ， 3 . 6

節 で は 故 障 発 見 を 契 機 と し て 取 替 え を 行 う 方 法 と 定 期 的 に 取 替

えを行う方法を比較し，それぞれが有利となる条件について考察

した．  

 第 ４ 章 で は ， 補 給 遅 延 時 間 が 確 率 的 に 発 生 す る モ デ ル を 考 案

した．船舶等のビークルに搭載されているシステムが航海中に故

障した際，修理に必要な予備品等 の保全資源が直ちに利用できる

わけではない． 即座に修理できる確率 p を決定変数として扱い，

ビークルに搭載する保全資源 の間接的な最適化を試みた．システ

ムの故障分布として， 4 . 3 節では CFR モデルを扱い，確率と搭載

コ ス ト の 関 数 が あ る 条 件 を 満 た す 場 合 の 最 適 解 を 導 出 し た ． 4 . 4

節では I FR モデルを考え，オーバーホール（取替え）時期の決定

方法を２種類提案し，それぞれの 目的関数の性質を明らかにする

とともに最適解を求めた ．  

第５章では，管理遅延時間のもつ 保全費用と稼働率に関するト

レ ー ド オ フ の 性 質 に 着 目 し た モ デ ル を 提 案 し た ． 第 ４ 章 と 同 様 ，
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ビークルに搭載されているシステムを考え，故障が発生した際の

修理方法，即ち修理時間及び費用を，いくつかの選択肢から意思

決定者が選択することができると仮定した． 5 . 3 節及び 5 . 4 節で，

ビ ー ク ル の 航 海 等 の 作 業 時 間 が そ れ ぞ れ ラ ン ダ ム な 場 合 と 予 め

決まっている場合について議論し，最適な選択肢を求めた．  

本 研 究 で は ワ ン シ ョ ッ ト シ ス テ ム 及 び 船 舶 等 に 搭 載 さ れ て い

るシステムといった個別のシステムを想定しているものの，単純

な状況を仮定しているため ある程度の普遍性を確保しており，幅

広い適用性をもつ．フォールト検出時間に関する研究に関しては，

ワ ン シ ョ ッ ト シ ス テ ム で な く と も 点 検 で の み 故 障 が 発 見 さ れ る

ようなシステムであれば同様に適用できる．例えば，ネットワー

ク上の端末はサイバー攻撃のリスク に晒されているが，ウイルス

の検知後の保全は小修理と考えられる場合があり，本研究が適用

できる．また，がん等の病気の治療は小修理とみなせるので，検

診の間隔や時期を決定する際にも応用 が可能である．さらに，イ

ンフラの老朽具合に応じた保全計画の立案が考えられる．補給遅

延時間に関する研究では，補給遅延時間が確率的に発生するシス

テムに適用できる．例えば，企業が販売するシステムに付属する

メンテナンスキットの決定や，消費者に対して行う保証の期間・

内容に関する問題に も応用できると考える．管理遅延時間に関す

る研究は，ビークルに搭 載されているシステムのみならず，修理

時期を決定できる様々な場面で用いることができる．例えば，最

適な入札方法の決定や，あるソフトウエアのバグ修正パッチの配

布時期の決定等に利用できる．  
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6 .3 今後の課題  

 

今後解決されるべき課題として，保全方策の適用と保全方策研

究の視点から説明する．  

まず，各章のまとめで述べたような保全方策の 適用に関する課

題がある．例えば，４章における確率 p と搭載コストの関数の決

定 等 で あ る ． こ れ ら は 保 全 方 策 自 体 と は 別 問 題 で は あ り つ つ も ，

実際に保全方策を適用する 上で避けて通れない問題でもあり，さ

らなる検討が必要である．  

次に保全方策研究の視点からの課題を述べる．  

第一に作業時間分布に関する課題がある．第４ ，５章では，作

業時間分布として指数分布を仮定した．作業時間として分布関数

を仮定することは古くから行われているが，近年 Nak agawa の研

究により再び注目を浴びている．Nak agawa らのグループは，ラプ

ラ ス 変 換 を 用 い て 分 布 に 従 う 作 業 時 間 に 従 事 す る シ ス テ ム の 保

全方策を研究しているが，詳細な議論は作業が指数分布に従う場

合に限定されている [ 1 2 ]．指数分布と定時間は，その時間が既知

か否かという点で対極であるが，そ れらの間には一般分布が存在

する．なぜなら，指数分布は一定の終了率（故障分布関数 におけ

る故障率）をもつ一方，定時間は当該時間でのみ無限大の終了率

を も つ と み な せ る か ら で あ る ． 例 え ば ， 作 業 工 程 が 進 む に つ れ ，

作業の終了時刻が確定的になってくる現象 は，時間とともに終了

率が増加することにより表現できる ．このように，一般分布は実

際の作業時間を表すために 必須であり，今後一般分布を用いた解

析を明らかにする必要がある．  

第二に，各モデルでの修理方法として小修理を用いた が，この

仮定の妥当性の確認と，小修理以外の修理への拡張に関する課題

がある．小修理は複雑なシステムを構成する 一部のコンポーネン

トを取替えることにより 故障を復旧する修理であり ，修理による
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システムの故障率変化が無視できる場合のみ扱える が，行われる

修 理 が 小 修 理 と 近 似 で き る か 否 か に つ い て の 明 確 な 基 準 は な い ．

一方，システムを構成する各 コンポーネントを基本単位とし，そ

の 全 て の 故 障 率 を 勘 案 し て 保 全 方 策 を 立 案 す る こ と は 計 算 及 び

運用上の観点から現実的ではない．また，修理が小修理といえな

い場合は一般修理を仮定することとなるが，この 場合も課題があ

る．まず，本論文での 小修理を伴う提案モデルを一般修理に拡張

する必要がある．次に，一般修理に関する研究では 修理後どの程

度故障率が減少するか（若返るか）という仮定の妥当性を検証す

る必要がある．以上をまとめると，小修理の適用範囲の明確化並

び に 一 般 修 理 を 仮 定 し た 解 析 モ デ ル 及 び 一 般 修 理 の 効 果 測 定 手

法の確立が課題として残る．  
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付録Ａ 平均アベイラビリティの単峰性  

 

 ここでは，シングルユニットモデルについて，式 (3.13)で表される平均

アベイラビリティが，m I>0 のとき現実的な条件では単峰となることを説

明する．式 (3.13)の分子は点検間隔 T に依存しないから，平均アベイラ

ビリティは，その分母である平均取替間隔 Q(n ,T)に依存する．そこで，

0/),(  TTnQ の方程式の解を調べる．まず，A.1 節で平均取替間隔の挙

動を数学的に調べ，解が一つ以上存在することを証明する．次に， A.2

節で複数の解をもつのは形状パラメータ が大きいかつ小修理回数が少

ない場合であることを数値実験で示し，A.3 節で現実的なパラメータで

は解が唯一存在することを説明する．   

 

A.1 平均取替間隔  

 

Q(n ,T)は式 (3.11)で与えられる．これを T で偏微分すると，  















 n

l k

l

I

n

l k

l kTkfmTkTF
T

TnQ

1 0

)(

1 0

)( )()()(
),(

 (A.1)  

となる．式 (A.1)の漸近的な振る舞いを調べる． T が無限大に近づくとき

は，式 (A.1)の右辺第２項は 0 に収束するから，  

n
T

TnQ

T








),(
 (A.2)  

が成り立つ．次に，T が 0 に近づくとき， TTnQ  /),( が負の無限大に発散

することを証明する．  

 

（証明）  

信頼度関数 )(tF を t=kT でテイラー展開すると，  
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 2))((
2

1
))(()()( kTtkTfkTtkTfkTFtF  (A.3)  

となる．ただし， f( t)は故障確率密度関数を表す．式 (A.3)を t＝ kT から

t=(k+1)T まで t で積分し，さらに k=0 から無限大まで足し合わせると，

式 (A.4)を得る．  
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これを T に関して微分すると，  
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となる．ところで， T が 0 に近づくとき，  
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が 成 り 立 つ ． ま た ，  


0

][ d)( ttf m か つ す べ て の m に 対 し て      
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0)(lim ][  tf m

t
が成り立つから，式 (A.5)の右辺２項目以降は全て 0 に収束

する．ただし， f [ m ]( t)は f(t)の m 次導関数を表す．  

さらに，同様の議論が )()( tF l
 )2( l に対して可能なので，式 (A.1)及び

(A.5)を用いて  
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 (A.8)  

が成り立つ．   ■  

 

  Q(n ,T)は T に関する連続関数であり，  TTnQT /),(lim 0
かつ

0/),(lim  nTTnQT
より， 0/),(  TTnQ の解は少なくとも一つ存在す

ることが分かった．  

 

A.2 平均取替間隔の微分値の数値計算  

 

 本節では，実際にワイブル分布のパラメータを代入し，微分値

TTnQ  /),( の T による変化を観察する． ，m I ,  n による変化を順に説明

する．  

 

(i) 形状パラメータ   

ワイブル分布の尺度パラメータ及び形状パラメータをそれぞれ η， β

とし，が与える影響を検証する．n=1, ,3000 3Im とし，いくつかの

に対し式 (A.1)の ),1( TQ を計算した結果を図 A.1 に示す．  

 



183 

 

 

図 A.1 平均取替間隔の微分値と点検間隔の関係 (n=1, =3000, m I=3)  

 

図 A.1 から， =2 のときは平均取替間隔の微分値は単調増加であり

T=120 付近でのみ横軸と交わる．よって，平均取替間隔が極小となる点

検間隔が唯一存在することがわかる．一方，β の値が大きくなるにつれ，

Q ′(T)の値は振動し，複数の点で横軸と交わるようになる．よって，平均

取替間隔の極値も複数存在する．この原因は以下による．  

 ワイブル分布の場合，図 A.2 に β の値による信頼度関数の違いを示す

とおり， β の値が大きいとき，故障が η 付近で発生する確率が大きくな

る．これは，ワイブル分布の信頼度関数（式 (2.16)）からも明らかである．  

 

 

 

β=2  

β=5  

β=8  
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図 A.2 ワイブル分布の信頼度関数 (=3000)  

 

故障が必ず η で発生する場合（即ち，=∞のとき），i を正の整数， t を

小さい正の値とすると， tiT  / のとき，故障は i+1 回目の点検で発見

される．一方， tiT  / のときは，故障は i 回目の点検で発見される．

つまり，点検間隔は増加しているが，故障が発見されるまでの時間は減

少するという現象が生起する．  

β の値が大きいほど平均取替間隔の減少は顕著になる．また，図 A.1

から観察できるとおり， T=/3 付近よりも T=/2 付近，さらに T=/2 付

近よりも T=付近のほうが平均取替間隔の減少は顕著である．これは，

前段落の例で i の値が小さい場合に相当する．  

また，点検間隔が η を超えたところから微分値は増加し，そのまま 1

に収束する様子が観察できる．この収束は，先ほどと同様の理由により，

β の値が大きいほど速い．  

 

(ii)  点検時間 m I  

次に，点検にかかる時間 m I による変化を観察する．n=1, =5 と固定し

た場合のグラフを図 A.3 に示す．  

β=2  

β=5  

β=8  
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図 A.3 平均取替間隔の微分値と点検時間の関係 (n=1, =3000, =5)  

 

 図 A.3 から，m I が増加すると，点検間隔が小さいときの微分値が顕著

に減少していることが分かる．しかし，微分値の 付近の極小値は

m I=300 でもほとんど変化していない．よって，m I が増加することによる

0/),(  TTnQ の解の数の変化，特に一つから複数への変化は の増加に比

べ限定的であるといえる．  

 

(iii)取替えまでの故障回数 n  

 最後に，n が変化したときの微分値を観察する．l−1 回目の小修理から，

次の故障が発見されるまでの平均間隔の微分値を q ′(l ,T)とおくと，  
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と計算できる．図 A.4 に n=3 として，q ′(l ,T) (l=1,2,3)及び TTnQ  /),( のグ

ラフを示す．  

 

 

図 A.4 各微分値の変化 (=3000, =5, m I=3)  

 

q ′(1,T)が付近で大きく振動するのに対し，q ′(2,T)及び q ′(3,T)は単調増

加となっている．これは，小修理を行った後の信頼度関数には，図 A.2

のような激しい落差がないためと考えられる．例として， =5 のときの

信頼度 )()2( xF 及び )()3( xF を図 A.5 に示す．  
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図 A.5 小修理後の信頼度関数 (=3000, =5)  

 

図 A.5 のように，図 A.3 で見られた付近での落差が発生しない．こ

のため， q ′(2,T)及び q ′(3,T)は単調増加となり，結果として TTnQ  /),( は

横軸と一点でしか交わらない．以上のことから， n が大きいほど，平均

取替間隔は複数の極値を取りにくいといえる． n の値と極小値を一つだ

けもつ β のおおよその条件を調べたところ，表 A.1 のようになった．  

 

表 A.1 平均取替間隔が極小値を唯一もつための条件  

n  β  (>1)  

1  3.6 以下  

2  6.3 以下  

3  9.0 以下  

 

A.3 現実的なパラメータ  

 

機械の各種コンポーネントのワイブルパラメータを公開している文献

[83]によれば，最も形状パラメータが高いユニットはガスタービンの圧
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縮機に配置される羽根部分で，最大で 6.6 程度である．このような高い

形状パラメータをもつコンポーネントは通常は駆動による摩耗にさらさ

れているが，ワンショットシステムは常時待機しているため駆動部は存

在しない．実際，ワンショットシステムに多用されている電子部品の故

障率の増加速度は緩やかであることが知られており，文献 [84]では最大

でも 2.8 程度とされている．さらに，故障率が表 A.1 を満たさないよう

な大きな形状パラメータに従う場合，急速に劣化が進むため通常小修理

は適用されないであろう．  

以上の議論から，小修理を伴うワンショットシステムに関するパラメ

ータでは，平均アベイラビリティが極大値を唯一もつといって差し支え

ないと考えられる．  
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付録Ｂ 平均コストレートの挙動  

 

平均コストレート式 (3.14)が T<T*で単調減少とならないための十分条

件を，平均コストレートが極値をもつための方程式である 0/),(  TTnC

を用いて導く． 0/),(  TTnC を変形すると，  

)(})1{()(

/),(

)1( 2 TPmmnTP

TTnQ

CCn

C

pRPR

I







 (B.1)  

となる．式 (B.1)の右辺を S(T)とおくと，  

0),(
*






TT

TnQ
T

 (B.2)  

より，S(T*)=0 が成り立つ．T が 0 に近づくとき，付録Ａの式 (A.6)及び (A.7)

を用いて，  

)(})1{()}({

/),(
lim)(lim

22
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00 TPTmmnTTP

TTnQT
TS

pR
TT 





 

PR
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l

l
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mmn
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)1(
1

)(

 (B.3)  

を得る．よって，式 (B.4)で表される条件を満たすとき，式 (B.1)を満たす

点検間隔が 0<T<T*で少なくとも一つ存在し，単調減少とはならない．   

PR

n

l

l

I

PR

I

mmn

m

CCn

C









)1(
)1(

1

)(

 (B.4)  

なお，式 (B.4)を満たすとき，極大値が必ず存在する．  
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付録Ｃ リスク  

 

 3.4 節では，リスクを単位時間当たりのダウンコストと読み替えて解

析を行った．この仮定の意味を説明する．  

 1 からシステムの平均アベイラビリティを引いた値である平均アンア

ベイラビリティは，式 (3.55)における CD の係数で表せるので，式 (C.1)

である．  












n

l k

l

s

n

l

l
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1

)(
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 (C.1)  

リスクは，システムの作動要求が発生したときにシステムが故障して

いる確率と，その際の損失コストの積で与えられる．そこで，損失コス

トが定数 DĈ で，システムを使用する時間の期待値が，平均取替間隔に比

べて十分大きい値 LT で与えられた場合，単位時間当たりに発生するリス

クの期待値は  

L

D

n

l k

l
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1
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 (C.2)  

となる．上式を式 (3.55)と比べることにより，式 (C.3)が成り立つ．  

L

D
D

T

C
C

ˆ
  (C.3)  

つまり， 3.4 節ではシステムの使用時刻の期待値は既知で，平均取替

間隔と比べ非常に大きな値であること及びシステムの作動が失敗した際

の損失コストが既知であるという仮定を置いていたことが分かる．  

  



191 

 

付録Ｄ 2n の場合の計算困難さ  

 

n が 2 以上の場合，システムの取替えまでに各ユニットがどのような

順序で何回故障するかを表す故障パターンの場合の数が n 及び m とと

もに増大すること，また計算が容易でなくなることを説明する．まず，

本付録で用いる記号を D.1 節に記し，D.2 節で n=2 かつ m=2 という最

も単純なケースを例として取り上げる．   

 

D.1 記 号  

 

X i
( l )：ユニット i  (i=1,2)の l−1 回目 (l=1, 2,…, n)の小修理後の稼働時間を

表す確率変数（ 0 回目の小修理とは，システムの運用を開始した時

点またはシステムが取替えられた時点を指す．）  

Y i
( l )：ユニット i の  l 回目の故障が発生するまでのシステムの稼働時間を

表す確率変数，つまり )()2()1()( l

iii

l

i XXXY    

Z i
( l )：ユニット i の l 回目の故障が発生してから，それが次の点検で発見

されるまでのダウンタイム  

i*： i=1 のとき 2, i=2 のとき 1 となる関数  

 a ： a 以上の最小の整数を表す天井関数  

 

D.2 n=2 かつ m=2 の場合  

 

システムの取替えまでの各ユニットの故障パターンは次の３通りある． 

 

（ア）同じユニットが２回続けて故障する（図 D.1（ア））  

（イ）同じ点検間隔内で両方のユニットが故障する（図 D.1（イ））  

（ウ） 別々の点検間隔内でそれぞれのユニットが故障する（図 D.1（ウ）） 
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図 D.1 故障パターン  

 

上述の（ア），（イ）及び（ウ）が起こる確率をそれぞれ p1 ,  p2 及び p3

とする．１回目の故障が発見される時間，即ち
)1()1(

ii ZX  は常に T の倍数

であることに注意して， p1 は次式で求められる．  
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i k

kT

Tk iii uxxufxfukTF  (D.1)  

ただし，１回目の故障までの稼働時間を x，小修理から２回目の故障が

発生するまでの稼働時間を u とした．また， )()2( xuFi 及び )()2( xuf i はそれ

ぞれ， xX i )1( という条件の下での小修理後のユニット i の故障分布関数

及び故障確率密度関数を表す．なお，式 (3.1)から，  
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である．同様にして， p2 及び p3 はそれぞれ式 (D.4)及び (D.5)で求められ

る．  
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ただし，式 (D.4)では，先に故障するユニット i の稼働時間を x，後に故

障するユニット i*の稼働時間を v とした．これらの式をもとに，平均コ

ストレートを導出するのに必要な情報を計算することができる．例えば，

１サイクル当たりのシステムの平均稼働時間は，  

  xkTFxFxxfuxxufxfukTFux
i k

kT

Tk iii
i k

kT

Tk iii d)()()(dd)()()()(
2

1 1
)1( **
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0 )1(
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Tk iii vxvfxfkTvFkTvx  (D.6)  

となる．  
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 ここではこれ以上の議論は行わないが，この例から， n 及び m の値が

大きくなるにつれ，より多くの場合分け，また，より多重の積分の計算

を必要とすることが分かる．よって， n 及び m に関して一般的な解を得

ることは容易ではない．  
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付録Ｅ 近似式  

 

 ここでは，3.4.3.2 節で示される，マルチユニットモデルでの近似に用

いる式について説明する．E.1 節で信頼度関数，E.2 節で小修理コストの

説明を行う．  

 

E.1 信頼度関数の近似  

 

信頼度関数を近似するためには，小修理が行われた時点で，各ユニッ

トがそれぞれどのくらいの時間稼働していたかを考える必要がある．  

まず，一つ目の方法として平均稼働時間を用いた近似を説明する．次

に，非定常ポアソン分布の結果を用いた近似を説明する．  

 

(A1) 平均稼働時間を用いた近似  

   同じ点検間隔内で複数のユニットが故障する可能性を無視し，１

回目のシステムの故障が，正確にシステムの平均稼働時間 )1(

s で発生

し，各ユニットはそれぞれ )1(

s だけ稼働したと仮定する．この仮定よ

り，小修理を１回行った後のシステムの信頼度は，  





m

i
sisis HxHxF

1

)1()1()2( )}()(exp{)(   (E.1)  

と表せる．また，１回目の小修理から次の故障までの平均稼働時間

は，  





0

)2()2( d)( xxFss  (E.2)  

で計算することができる．これを同じように繰り返し，システムの

k−1 回目の故障と k 回目の故障の間の稼働時間は正確に )(k

s であり，



196 

 

その間各ユニットはそれぞれ )(k

s だけ稼働したと仮定すると，小修

理を行った後のシステムの信頼度関数及びシステムの平均稼働時

間を次式により順に計算することができる．  
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  (E.4)  

ただし， 2l である．  

 

(A2) 非定常ポアソン過程を用いた近似  

   同じ点検間隔で複数の故障が発生せず，ユニットの故障から発見

までのダウンタイムが無視できる場合，小修理後のシステムの信頼

度は，式 (3.5)をそのまま用いることができ，  
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2

)1()( d)(
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l

yH
yxFxF s

l

s

s

l

s
 (E.5)  

  となる．式 (E.5)を，ユニットのダウンタイムを考慮することで修正

し，近似する．  

   まず，一つのユニットのダウンタイムについて考える．ユニット

i が故障してから発見されるまでの時間の期待値は，  

  






1

)1(

)( )(d)(
k

kT

Tk

l

i xFxkT  (E.6)  

  である．ここで，もし点検間隔が十分短いならば，ユニット i の故

障分布関数は，全ての点検間隔 ((k−1)T ,  kT) (k=1, 2,…)で直線に近似

することができる．つまり，各間隔での故障確率密度関数は定数と

みなせるので，正の整数 k について，次式が成り立つ．  



197 

 

  
T

c
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i )()(  ))1(( kTxTk   (E.7)  

  ただし， ck は 11 


k kc を満たす定数である．式 (E.7)を用いると，式

(E.6)は次のようになる．   
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 (E.8)  

  つまり，平均すると，点検と次の点検のちょうど中間の時刻で故障

が発生するといえる．なお，ダウンタイムを点検間隔の半分として

近似する方法は，文献 [14][15]においても，最適な点検スケジュール

を決定する際に用いられている．  

   本節では，この考えを複数のユニットが存在する場合に拡張する．

まず，図 E.1 に示すとおり，ある一つのユニット（図ではユニット

q）が，点検と点検のちょうど中間の時刻で故障すると考える．   

 

 

図 E.1 m ユニットへの拡張  

 

また，他のユニットは同じ点検間隔内で故障しないと仮定する．

この場合，故障していないユニットは，システムが故障している T /2

の間だけ長く稼働していることになる．さらに，各ユニットの故障
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確率の違いを無視すると，システムの故障から小修理までの間に，

各ユニットは平均して，  

  T
m

m
m

T
m

2

1
/

2
)1(


  (E.9)  

  だけ余計に稼働していたと考えることができる．これは，故障して

いない (m−1)個のユニット以外のユニットが余計に稼働した時間 T /2

を足し合わせ，これをユニット数 m で割ったものである．よって，

システムの信頼度関数は，  
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  と表すことができる )2( l ．  

 

E.2 小修理コストの近似  

 

 システムの直前の取替えから，次の取替えの間に行う小修理は，通常

n−1 回である．同一点検間隔内で複数の故障が発生すると，その回数が

n−1 回よりも少なくなることがあるが，この確率は通常大きくないので，

ここでは必ず n−1 回小修理を行うと考える．しかし，各ユニットがそれ

ぞれ何回故障するかについては容易に計算することができない．そこで，

各ユニットの小修理回数を近似することで，１サイクル当たりのシステ

ム全体の小修理コストを評価する．  

 非定常ポアソン過程の議論から，故障が直ちに発見，小修理されるモ

デルでは，あるユニットが特定の時刻までに経験する故障（小修理）の

平均回数は，その時刻でのユニットの累積故障率関数で表される． 3.4

節のモデルでは，故障が直ちに発見されるわけではないものの，この事

実を用いて，システムの n 回の故障のうち，各ユニットが何回故障する
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かを表す割合 )(ni を，  
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  (E.11)  

と表す．これは，システム全体の累積故障率関数と，各ユニットの累積

故障率関数の比を表している．この式を用いると，システムの取替えま

でにかかる全体の小修理コストは，  





m

i
RiiM CnnC

1

)()1(   (E.12)  

として計算できる．  
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付録Ｆ 極限値での解析  

 

 ここでは， 3.6 節において，形状パラメータが 1 または無限大に近づ

く場合の時間管理法と回数管理法の最適コストレートを比較し， 両方策

は同等または時間管理法が有利となることを導く．  

 

F.1 →のとき 

 

このとき，システムの故障率は一定となり，取替えと小修理は区別さ

れない．また，取替コスト Cp は小修理コスト CR よりも大きいから，取

替えは行われない．平均アベイラビリティは，  

T

e

T

ttF T
T

)1(d)( /

0

 



 (F.1)  

となる．最適点検間隔 T*は，式 (F.1)がとなる唯一の解である．また，

このときのコストレートは  



 RI
ff
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T

C
TCC 

*

** ),(  (F.2)  

である．一方，時間管理法でのコストレートは次式のようになる．  
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ただし，T*は式 (F.2)のものと等しい．m に関する差分をとると，  
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 (F.4)  

となるので，式 (F.4)が常に 0 または負となる条件式 (F.5)が成り立てば，
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m の最適値は無限大となる．  
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このときのコストレートは，  
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であり，式 (F.2)と等しい．式 (F.5)が成り立たないときには，  
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となり，最適コストレートの比は  
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であるから，時間管理法が有利となる．これは，時間管理法が取替時に

点検を要さないためであると考えられる．  

 

F.2 →∞のとき 

 

このとき，故障は必ず時刻 で発生し，その後取替えられるまで再度

稼働することはない．よって，最適点検間隔は T*=で，取替間隔と等

しい．２方策の最適コストレートはそれぞれ  
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となる．これらの比は  
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であり，時間管理法の方が有利となる．  
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付録Ｇ 式 (4.5)の証明  

 

 ここでは，式 (4.5)を証明する．まず，式 (4.5)の左辺は  
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と変形できる．式 (G.1)の最右辺第１項は，  
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となる．式 (G.1)の最右辺第２項中，  
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となる．ここで，  
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が成り立つので，式 (G.3)は  

}1{
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)(
)}()1({

)1(

)()()(
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xpHxpHxH e
p

xpH
xHpee

p

p
 (G.5)  

と変形できる．式 (G.1)の最右辺第２項は (G.5)と (1−p)exp(−H(x))の積なの

で，  

])}()1()[exp{(])()1()}()1(exp{1[
1

)()( xHxH exHpxpHexHpxHp
p

p  


  )}()1(exp{)()}()1(exp{1
1

xHpxpHxHp
p

p



  

























 )}()1(exp{)(
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1

1

1
xHpxH

pp
p  (G.6)  

となる．式 (G.1)は，式 (G.2)及び (G.6)より，次のように変形できる．  
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  (G.7)  

よって，式 (4.5)が証明された．  ■  
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付録Ｈ b∞の発散  

 

ここでは，故障が形状パラメータ 2 以下のワイブル分布に従うとき，  

式 (4.28)で表される b∞が正の無限大に発散することを証明する．  

 式 (4.28)を次式のように書き直す．  




 
00

2 d])()1(exp[d)(
~

xxxHpyybb   (H.1)  

ここで，  





0

d])}()(){1(exp[)(
~

xxyHxyHpyb   (H.2)  

である．式 (H.1)の右辺第２項は正の定数となる．ここで， y→∞のとき

)(
~

yby  が正の定数に収束することが証明できれば， )(
~

yb は 1/y の速さで 0

に収束するので， )(
~

yb を積分した関数と定数の和を表す式 (H.1)は無限大

に発散することが導かれる．ワイブル分布の形状パラメータが 2 のとき

にこれを証明する．  

 

（証明）  

ワイブル分布の形状パラメータが 2 のとき，式 (H.2)の指数関数の中身

（指数部）は y の２次式で表せるので， mxkxylx  2 とする．ただし，

l>0, k>0 かつ m>0 である．極限は，  

x
l

mky

l

mky
xlyyby

yy
d

4

)(

2
explim)(

~
lim
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y  (H.3)  

となる．ここで，式 (H.4)が成り立つことを確認する．  
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式 (H.3)に )2/()( lmky  を代入すると，  

k
zze

k

m

k

l

l
yby

y

1
d)exp(

21
lim)(

~
lim 22















 



 




  (H.5)  

を得る．よって，任意の正の値 ε に対し， y>y0 ならば，  


k

yby
1

)(
~

 (H.6)  

を満たす y0>0 が存在する．また， 0)(
~

yb より，式 (H.6)を変形して積分

すると，  

 







 byybyyby
y

k
yy 0

d)(
~

d)(
~

d
/1

00


 (H.7)  

が成り立つ．式 (H.7)の最左辺は正の無限大に発散するから，形状パラメ

ータが 2 のとき， b∞が正の無限大に発散する．  

  ■  

 

形状パラメータが 2 よりも小さいとき，十分大きな y に対して )(
~

yb は

形状パラメータが 2 のときよりも大きくなるので，b∞=∞となることは明

らかである．  
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付録Ｉ 平均コストレートの挙動  

 

ここでは，ORP が定まっている場合の作業時間管理方策での平均コス

トレートの挙動について説明し，最適な T を場合分けする．I.1 節で挙動

を分析し， I.2, I.3 及び I.4 節で補題等を証明する．  

 

I.1 挙動分析  

 

 式 (4.37)を T に関して微分すると，次式を得る．  

 
23

)1(
1

)1()()(ˆ)1(
1

)(')(ˆ

),(































T

T

O

T

eT

eCTpCeTTpC

pTC
T












 (I.1)  

これが 0 と等しい方程式と変形すると，  

)(

)(ˆ/d)(

)1(

)1( 0

TT

pCCuu

eT

eT O

T

T

T










 




 




 (I.2)  

となる．ただし，  

)()( TT    

 


T yT yeyHTHp
0

)(2 d)}]()(){1(exp[1   

  TeTHp   )]()1(exp[1  (I.3)  

である．以下，式 (I.2)の解について調べる．式 (I.2)の右辺及び左辺をそ

れぞれ R(T)及び L(T)とおく，コストレートは L(T)<R(T)のとき単調減少

し， L(T)>R(T)のとき単調増加する．関数 (T)は 0 からまでの狭義単調

増加関数となる（ I.2 節参照）ので，R(0)=∞かつ R(∞)=1 が成り立つ．一
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方， L(T)は 1/2 から 1 までの狭義単調増加関数である（ I.3 節参照）．つ

まり， L(T)<1 である．  

 次に，式 (I.2)の右辺に関連した以下の T に関する方程式を考える．  


TO uuTT

pC

C
0

d)()(
)(ˆ

  (I.4)  

この方程式の右辺は，その微分が 0)(  TT となるので狭義単調増加する．

左辺は定数なので，この方程式は高々１個の解をもつ．この潜在的な解

を T1 とする．図 I.1 に v-u 平面に v=(u)を用いて T1 を図形的に表す．   

 

 

図 I.1 T1 と (u)の関係  

 

 式 (I.4)の右辺は，u=T ,  u=0, v=0 及び v=(u)で囲まれる図形から，v=(u)

より下の部分を除いた図形の面積を表している．よって，図 I.1 に示す

ように，斜線部分（ u=0, v=(T1), v=(u)で囲まれる図形）の面積が )(ˆ/ pCCO

と等しいとき式 (I.4)は成り立つ．  

 さて，R(T)の分子は v=(T), v=0, u=T で囲まれる面積と )(ˆ/ pCCO の和を

表し，分母は u=T ,  u=0, v=0 及び v=(T)で囲まれる長方形の面積であるか

ら，明らかに  
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R(T1)=1  (I.5)  

が成り立つ．
1TT  の範囲では， )(1)( TT LR   が成り立つため，式 (I.2)

は解をもたず，コストレートは狭義単調減少する．  

 次に，S(T)を図 I.1 で v=λ , ),(uv   u=0 及び u=T で囲まれた面積と定め

ると，  

uuTTS
T

d)()(
0    (I.6)  

は式 (4.38)と等しい．T が正の無限大に近づくとき，  

 



00 0

2 d])()1(exp[dd)]()}()(){1(exp[)( uuuHpuyyuyHuHpS
u



 (I.7)  

となる．式 (I.4)の右辺の最大値は S(∞)に一致するから，次の不等式，  

)(ˆ
)(

pC

C
S O  (I.8)  

は，T1 が存在するための必要十分条件となっている．さらに，この不等

式は式 (I.2)の解が存在するための必要条件である．  

 以下，故障が形状パラメータ のワイブル分布に従う場合を考える．

まず， 2 のとき， S(∞)=∞が成り立つ（ I.4 節参照）．次に， T が非常に

大きいときの L(T)と R(T)の大小関係を調べる．L(T)>R(T)が成り立てば，

式 (I.2)は少なくとも一つの解をもつ．それぞれを 1 から引いた値である  

)1(

)1(1
)(1

T

T

L
eT

Te
T

















  (I.9)  

と  
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)(ˆ/)()(
)(1 0

TT

pCCduuTT
T

O

T

R









 (I.10)  

を比較する． 21   のときは， S(∞)=∞より式 (I.10)右辺の分子は正の無

限大に発散する．よって，  

)1(1)(ˆ/d)()(
0

TepCCuuTT T

O

T
   

  (I.11)  

が成り立つ．また，T が十分大きいとき式 (I.9)及び (I.10)右辺の分母は等

しいとみなせるから， L(T)>R(T)と分かる． >2 のとき，十分大きな T

に対して，  

T
TL




1
)(1   (I.12)  

が成り立つ．なぜなら， exp(−T) 及び Texp(−T)は 1/T よりも速く 0 に

収束するからでる．また， I.2 節の式 (I.16)から明らかに (T)がに収束す

るのは 1/T が 0 に収束するより速いから，  










)(ˆ

)(
1

)(1
pC

C
TS

T
T O

R


  (I.13)  

が成り立つ．よって，式 (I.12)及び (I.13)から )(ˆ/1)( pCCS O のとき十分

大きい T に対して L(T)>R(T)が成り立つ．  

 以上の議論から， )(ˆ/)( pCCS O のとき，式 (I.2)の解は存在せず，平均

コストレートは T に関して単調減少する． 1)(ˆ/)()(ˆ/  pCCSpCC OO の

と き ， T1 は 存 在 す る が ， 式 (I.2) の 解 が 存 在 す る か は 分 か ら な い ．

)(1)(ˆ/  SpCCO のとき，式 (I.2)は少なくとも一つ解をもつが，その数は

定かではない．  
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I.2 (T)の挙動  

 

前節の式 で表される (T)が 0 から までの狭義単調増加関数である

ことを示す．まず，変数変換して次式のように書き直す．  

),(d),()(
0

2 TTyyTT
T

    (I.14)  

ただし，  

  yeyTHTHpyT   )}]()(){1(exp[1),(  (I.15)  

である． ),( yT の T に関する偏微分は  

0])}()(){1(exp[
),(





yyThThp

T

yT



 (I.16)  

より，常に正となる．式 (I.14)を微分すると，  

),(),(d),()( 2

0

2 TT
T

TTwwT
T

T
T










   

0)}()1(exp{)()1(d),(
0
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TT

eTHpThpwwT
T

  (I.17)  

となる．また，  

0)(lim
0




T
T

  (I.18)  

であり，  

   
 

 0

2 d)1()(lim yeT y

T
 (I.19)  

であるから，命題は示された．  ■  
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I.3 L(T)の挙動  

 

 式 の左辺である L(T)が 1/2 から 1 までの狭義単調増加関数である

ことを示す．まず， L(T)の極限は，  

2

1

2
lim
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1
lim)0(
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  (I.20)  

1
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lim)( 



 T
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L


  (I.21)  

である．次に， L(T)の微分は，  

 222

22
)1(

)1(

1
)( TT

TL eeT
eT

T 





 





  (I.22)  

となるが，式 (I.22)右辺の中括弧内を L 1(T)とおくと， L1(0)=0 であり，  

)222()( 22

1

TT

L eTTeT      (I.23)  

が成り立つ．また， 0)0(1 
L である．さらに，式 (I.23)右辺の括弧内を L2(T)

とおくと， L2(0)=0 であり，その微分は，  

)1(2)(2

T

L eTT    (I.24)  

となる．ここで， 0)0(2 
L かつ 0)1(2)( 2

2   T

L eT  が成り立つので，順

に ， ,0)(2  TL  ,0)(2 TL  ,0)(1  TL  0)(1 TL が 成 り 立 ち ， こ れ よ り

0)(  TL が成り立つ．  ■  

 

I.4 S(∞)の発散  

 

式 (I.7)において，形状パラメータ 2 のとき S(∞)=∞となることを示す

ため，付録Ｈと同じ論法を用い，まず )(lim TSTT



が正の定数に収束す
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ることを証明する． S(T)の微分は次式となる．  

)()( TTS    

])()1(exp[d])}()(){1(exp[
0

2 TTHpwwwTHTHp
T

     

 (I.25)  

また， S ′(T)>0 が成り立つ．  

次に，以下の補題を証明する．  

 

補題  

0l ， d を定数とし， )exp()( 2lzz  とすると，  

1
d)(

d)(
lim 








 dT
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dT

d

T tt

ttT




 

が成り立つ．  

 

（証明）  
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 (I.26)  

が成り立つので，  
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となる．  ■  

 次に，形状パラメータ =2 のとき，式 (I.25)の最右辺第１項中の指数関

数の指数部は，を尺度パラメータとして，  



214 

 

wwTw
p







)2(
)1( 2

2
 (I.27)  

となるので，これを mwlwTlw  22 と置き換える．ただし， l>0 かつ m>0

である．式 (I.25)の最右辺第２項については，  

0})()1(exp{lim 


TTHpT
T

  (I.28)  

が成り立つ．よって，TS ′(T)の極限は，  
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2  (I.29)  

である．ただし， d=m/(2l)とおいた．式 (I.29)は補題を用いて  
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 (I.30)  

となる．よって，TS ′(T)が正の定数に収束するので，任意の正の値 に対

し，T>T0 ならば  





l

TST
2

)(
2

 (I.31)  

を満たす T0>0 が必ず存在する．また，S ′(T)>0 より，式 (I.31)を変形して

積分すると，  
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)(d)(d)(d
)2/(
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2

00







STTSTTST
T

l
TT


 (I.32)  

となる．上式の最左辺は正の無限大に発散するから，S(∞)=∞が示される． 

また，形状パラメータが 2 未満のとき，十分大きな T に対して S ′(T)

は形状パラメータが 2 のときよりも大きくなるので，S(∞)=∞となるのは

明らかである．  ■  
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付録Ｊ 平均コストの挙動の分類  

 

ここでは， 5.3.3.1 節における，コストの 1 方向の挙動について説明す

る．J.1 節で平均コストの挙動について分析し，J.2 節で補題を証明する．  

 

J.1 挙動分析  

 

式 (5.9)を 1 に関して微分すると，次式を得る．  
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 (J.1)  

ここで，式 (J.1)右辺の大括弧内を Q(1)とおくと，その極限値は式 (J.2)

及び (J.3)となる．  

321
22 )1()0( Ce

h
CeCQ





 


   (J.2)  

0)1()( 32
22 
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h
CeQ






  (J.3)  

Q(1)を 1 に関して微分すると，次式を得る．  
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 (J.4)  

式 (J.4)が 0 となる方程式の解 1̂ は唯一存在し，  








2
ln

1
1̂




hh
  (J.5)  

で表される．Q(1)は 11 ̂  の範囲で増加， 11 ̂  の範囲で減少する．よっ
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て，式 (J.2)が正，即ち  














)/(
ln

1

32

12
2




hCC

CC
  (J.6)  

を満たすとき，コストは極大値を唯一もつ単峰関数となる．なお，

331 )}/({ ChCC   より式 (J.6)の右辺は正となり，式 (J.6)を満たす 2 の範

囲は必ず存在する．   

 さて，式 (J.2)が負のとき，つまり式 (J.6)が満たされない場合について

考える．Q(1)の最大値は  

3211
22 )1()ˆ( Ce

h
CeKCQ






 


  (J.7)  

ここで，K は式 (5.11)で定義される．式 (J.7)が正となるとき，コスト関数

は極値を２個もつ．即ち，1 が 0 から増加するとともに，始めは減少し，

次に増加し，最後に再び減少する（減少・増加・減少型と呼ぶ）．この条

件を変形すると  

32

122

C
h

C

KCC
e












   (J.8)  

を得る．式 (J.8)右辺の分子が 0 以下，つまり修理コストの関係が  

K
C

C


1

2   (J.9)  

を満たすとき，式 (J.8)は 2<∞で常に成立する．式 (J.9)を満たさないとき

でも，  
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C
h

C

KCC




   (J.10)  

の範囲で式 (J.8)は成立する．なお，式 (J.9)を満たさないとき，K>1 より

（ J.2 節参照）式 (J.10)の右辺は正となるので， 2 がこの値よりも小さい

範囲で式 (J.10)は成り立つ．また，コストの関係が式 (J.9)を満たさず，か

つ 2 が式 (J.10)を満たさないとき（つまり 2 が式 (J.10)右辺より大のとき），

Q(1)は常に負となるので，コストは単調減少する．  

 以上より，時間幅 1 に関するコストの挙動は図 5.3 のとおりとなる．

なお，K>1 より，式 (J.10)は式 (J.6)の十分条件となっている．  

 

J.2 K>1 の証明  

 

式 (5.11)で定義される K>1 を証明する．K を，  /h  (>0)の関数  

1

2

)2(
4

1
)( 



 



K  (J.11)  

とみなすと，その微分は  

)}2ln(1{
)1(

)(
)(

2



 






K
K  (J.12)  

となる．式 (J.12)右辺の中括弧内を U(とおくと，K()>0 であるから，

式 (J.12)の符号は U(と一致する．また，  

02ln1)(lim
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U  (J.13)  

かつ  
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U  (J.14)  

より，U()>0 が成り立つ．さらに，  

1)(lim
0







K  (J.15)  

であるから，K()>1 が成り立つ．  ■  
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付録Ｋ 平均アベイラビリティの挙動の分類 

 

 ここでは，5.3.4.1 節の分類について説明する．まず，アベイラビリテ

ィを表す式 (5.28)の微分式の一部を，  

)()(
~

})(2{)(
~

2)( 1

)(

11
21  
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と定義すると，V(1)の符号はアベイラビリティの増減と一致する．ここ

で，  
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であり，その極限値は，  
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0)(
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S  (K.6)  

である．さて， 1=0 のとき，  

}1)(2){()0( 2 
 ehhhhV   (K.7)  

となるが，この値は 5.3.4.1 節における（イ）の条件，即ち  
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h
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を満たすとき負となる．つまり，アベイラビリティの 1=0 での 1 方向の

傾きは負である．また， 1→∞のとき，  
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となる．次に，V(1)を微分すると次式を得る．  
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2<∞ で 0)(
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1  S で あ る か ら ， 式 (K.9) が 0 と な る の は ， 右 辺 の

})(2{
)( 21  

 ehh または大括弧内が 0 となる場合である．方程式  

0)(2
)( 21 

 ehh  (K.10)  

の解 1

は，  
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 (K.11)  

であり， })(2{
)( 21  

 ehh は 11 


 のとき正， 11 


 のとき負となる．な

お，式 (K.11)は常に正の値をとるとは限らない． 2 が条件（イ）を満た

すとき，式 (K.11)は負となる．一方，式 (K.9)右辺の大括弧内が 0 となる

解 1 は唯一存在し，  













hh 






2
ln

1
1  (K.12)  

である．式 (K.9)右辺の大括弧内は 11   で正であり， 11   で負となる．

よって，式 (K.9)が 0 となる解は高々２個存在する．  

以上の議論より，アベイラビリティの挙動は，V(0)及び V ′(1)の符号を

勘案して，以下の条件（甲），（乙）及び（丙）に分類できる．  
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条件（甲）： 2
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 （ 5.3.4.1 節の条件（イ）と同一）  

条件（乙）： 
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条件（丙）： 
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条件（甲）を満たすとき，  

0)(2
)( 21 

 ehh  (K.13)  

なので V ′(1)は 1 の増加とともに負から正へと変化する．つまり V(1)は

極小値を唯一もつ．また，V(0)<0 かつ V(∞)>0 なので，V(1)=0 の解は唯

一存在し， 11   のときである．よって，アベイラビリティは極小値を唯

一もつ単峰関数となる．  

条件（乙）は 5.3.4.1 節における条件（ロ）の十分条件となっている．

これを満たすとき，  

0)(2
)( 21 

 ehh  (K.14)  

なので，V ′(1)は 1 の増加とともに負から正へと変化する．つまり V(1)

は極小値を唯一もつ．また，V(0)>0 かつ V(∞)>0 なので，V(1)の最小値，  
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 (K.15)  

が正，つまり式 (5.30)の条件を満たすとき， V(1)は常に正となるからア

ベイラビリティは単調増加となる．式 (5.30)を満たさないとき， V(1)の

符号は正から負，負から正へ変化するので，アベイラビリティは増加・

減少・増加型となる．   

条件（丙）を満たすとき， 5.3.4.1 節における条件（ロ）または（ハ）
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を満たす．このとき，V ′(1)の符号は 1 の増加とともに正から負，負から

正へ変化する．また V(0)>0 かつ V(∞)>0 なので V(1)は ),max( 111 


 で極

小値をとる．この比較対象のうち，前者の方が大きいとき，つまり条件

（ハ）を満たすとき，V(1)が常に正となることを以下で証明する．  

 

（証明）  

)( 1


V が常に正となることを示せば十分である．  
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ここで，  
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である．式 (K.17)の微分は  
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となるので，式 (K.17)の下限は 2 が最大のときだが，このとき，第１項

の分子は  

0
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hh
 (K.19)  

となるので，式 (K.17)は常に正となる．よって 0)( 1 


V が成り立つ．■  
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以上から，条件（ハ）を満たすときは V(1)>0 であり，アベイラビリ

ティは単調増加すると言える．一方，条件（ハ）を満たさないとき（つ

まり条件（ロ）を満たすとき），V(1)の極小値は式 (K.15)となるから，ア

ベイラビリティは式 (5.30)を満たすとき単調増加，満たさないとき増加・

減少・増加型となる．本付録の議論をまとめると，平均アベイラビリテ

ィの 1 方向への挙動は図 5.4 のとおりとなる。  
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付録Ｌ 式 (5.30)を満たす 2 の存在条件  

 

ここでは，式 (5.30)を満たす 2 は  /1 または h>1.0865のとき必ず存

在することについて説明する．式 右辺が正，つまり自然対数の真数

が より大きいとする不等式を， J.2 節と同じく を用いて変形する

と， 
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 (L.1)  

となる．式 (L.1)の右辺が 0 以下のとき，式 (L.1)は常に成立するので，式

(5.30)を満たす 2 は必ず存在する．以下で，式 (L.1)右辺が 0 となる が唯

一存在することを示す．  

 

（証明）  

式 (L.1)の右辺は →0 のとき 1 であり， →∞のとき  

0)2(lnlim 1
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より，負の無限大に発散する．次に，式 (L.1)の右辺を微分すると，  
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ここで，  
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となる．これは，  
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が成り立つ．さらに，式 (L.6)右辺の中括弧内を m()とおくと，  
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であり，  
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となるので，m()<0 である．よって，M ′()>0 より，M()は常に正とな

るので，これと  

0
1

)2ln()2(









 (L

より，式 (L.3)は常に負となる．以上から，式 (L.1)右辺が 0 となる は唯

一存在する．  ■  

 

この解は数値的に 1.0864···と求められる．よって， h>1.0865のとき，

式 (Lの右辺は負となり， 式 (5.30)を満たす 2 は必ず存在する．また，

以上の議論から式 (L右辺は単調減少し，その上限は であるから，

 /1 のとき式 を満たす 2 は必ず存在する．  
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付録Ｍ 条件（ハ）を満たす 2 の非存在条件  

 

5.3.4.1 節における条件（ハ）を満たす 2 は h<2.9769のとき存在しな

いことを説明する．条件（ハ）右辺が となる方程式は 
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と変形できる．この解が唯一存在することを以下で示す． 



（証明） 

式 M 右辺は∞から 1/2 へ単調減少する．左辺を()とおくと，この

微分は 
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となる．式 の符号は (より 中括弧内と一致し ， →のとき

ln2−1/2=0.1931···より正である．また，中括弧内を微分すると 
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 (M 

となるので，式 (M.2)は常に正と言える．よって， 

0)(lnlim 





 (M.4) 

より式 (M.1)の左辺は 1/2 から 1 へと単調増加するので，式 (M.1)を満たす

は唯一存在する．  ■  
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この解は数値的に 2.9769···と求められ， がこの値より小さいとき，

条件（ハ）の右辺は負となるので，条件（ハ）を満たす 2 は存在しない．
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付録Ｎ 平均アベイラビリティの単峰性の証明  



ここでは， 節における基本モデルの平均アベイラビリティが，

1 に関して単峰であることを証明する． 

まず，アベイラビリティを 1 に関して微分すると，次式を得る． 
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が成り立つので，式 (N.1)が 0 となる方程式は， 01  のとき，次式に変形

できる．  
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ここで， q(1) )0( 21   T を式 (N.3)の左辺とする．以下で， q(1)が単

調減少関数であり，式 (N.3)が唯一解をもつことを証明する．  

 

（証明）  

まず， q(1)の極限は， 
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及び  



230 

 

)(

2
2

21

2
)(












Th
e

T
Tq  (N.5)  

であり，式 (N.5)は式 (N.3)の右辺よりも小さい．よって，q(1)の連続性か

ら式 (N.3)は少なくとも一つ解をもつといえる．  

次に， q(1)が単調減少関数であることを示す． q(1)を微分すると，  
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となる．この極限値は，  
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である． r(1)を式 (N.6)の分子とすると，この符号は式 (N.8)と一致する．

その微分は，  
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1
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Tehr  (N.9)  

である．式 (N.9)は， 1<T /2 のとき正であり， 1>T /2 のとき負となる．よ

って，r(1)の挙動は 1 の最大値，つまり T−2 と T /2 の大小関係によって

場合分けできる．  

 

(i) 2>T /2 のとき  

 このとき，式 (N.9)は常に正となる．よって， r(1)は −hT から  

2}2)2({)( 2

)(

2
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TheTr
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まで単調増加する．式 (N.10)の右辺を u(2)とおく (2>T /2)．  
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より， u(2)の最大値は  

2)2()0(   hTeu hT  (N.12)  

である．式 (N.12)は hT の値に関わらず常に負となる．よって，u(2)<0

であるから， r(1)は常に負となる．以上から， q(1)は単調減少関数とい

える．  

 

(ii) 2<T /2 のとき  

 このとき，式 (N.9)の符号は 1=T /2 で正から負に変化する．よって，r(1)

の最大値は  

0
2

exp12
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 hTT
r  (N.13)  

であるので， r(1)は常に負となり， q(1)が単調減少関数といえる．  

以上の議論から，式 (N.3)が唯一解をもつことが証明された．  ■  
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